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Ez az irdas a GALILEI-féle relativitdsi elv tér- és iddfogalomra vonatkozé kovetkez-
ményeit foglalja dssze, és ismerteti a GALILEI-transzformdcid dltal kijelolt négyes téridd-
mennyiségek — négyesvektorok, négyestenzorok — jellemzdit.

1. BEVEZETES

A GaLILEI-féle relativitasi elvbol és a GALILEI-transzformaciobol kovetkezik,
hogy mar a nemrelativisztikus vagy klasszikus — tehét a specidlis és altalanos rela-
tivisztikus elvekkel még nem kompatibilis — fizikdaban is téridérdl kell beszélniink,
és hogy minden fizikai elmélet altalanos elvi megfogalmazasanal és vizsgalatanal
négyes mennyiségekkel (négyesvektorokkal, négyestenzorokkal) kell dolgoznunk. Ez
vonatkozik tehat példdaul a kontinuumfizikara is.

E kovetkezmények felismerése meg is tortént, amikor arra megértek a tudomany-
torténeti feltételek. Az eredményeket ismerteté alapmiivek [19, 4, 1, 5, 7] hatdsa
azonban nem keriilt bele a fizika dltaldanos koztudataba. Ez a 1épés pedig sziikséges
és fontos lenne, és olyan szempontbol is hasznos, hogy elkeriilhetd legyen példaul az
a kontinuumfizikaban és kinetikus fizikaban tobb évtizede tarto vita, hogy ,sériil-e
az anyagi objektivitas elve, érvényesek-e a fizika torvényei minden vonatkoztatasi
rendszerben”.

Az elterjedést gatlo egyik tényezo az lehetett, hogy a szébanforgd kovetkezmé-
nyekhez illeszked6 1j matematikai formalizmus némi tanulmanyokat igényel, és ez
sokak szamara elbatortalanitban hathatott. Pedig a helyzet, egy hétkoznapi példa-
val élve, az autovezetéshez hasonléd: aki belefektet az autovezetéshez sziikséges sok
furcsa mozdulat és odafigyelés megtanulasaba, a tanfolyam végére elsajatitott képes-
séggel nagymértékben gazdagitja életének lehetdségeit. A szobanforgd matematikai
leiras is olyan gazdag fizikai rdlatassal ajandékozza meg az azt megtanulokat, ami
a tanfolyam” elején még egyaltalan nem latszik valdszintinek.

Mindazonaltal, hasonléan a specidlis relativitaselmélethez, a GALILEI-féle nem-
relativisztikus térid6-fogalomnak is lehetséges olyan targyalasa, mely nem ebben a
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vonatkoztatasirendszer-mentes, affin teres matematikai formaban torténik, hanem
egy ,gyalogosabb” lefrast haszndl, amelyben egy valasztott segéd-inerciarendszer
szerinti négyes koordinatakban dolgozunk. Ez az egyszeriisitett targyalas nem igé-
nyel 1j technikai hozzavaldkat, egy koordinatdkhoz szokott Olvas6 konnyen foku-
szalhat a tartalmi megallapitdsokra. Aztan, amikor mar otthonosan mozog az 1j
tudnivalok kozott, konnyebb az atlépés a vonatkoztatasirendszer-mentes lefrasra —
és az addig latottak fényében tobb is lesz a motivacié hozza.

Ez az irés tehat koordinatas alakban ismerteti a GALILEI-féle relativitasi elv-
bol kovetkezo tér- és idofelfogast, és a GALILEI-transzformaciobol kovetkezo térido
négyes mennyiségeit — négyesvektorait, négyestenzorait. Ezzel kivan hozzajarulni
a kontinuumfizika téridé szemponti modernizalasdhoz. A kitlizott cél az, hogy a
kontinuumfizika a joévoben magukra a kontinuumok jelenségeire 6sszpontosithasson,
elhagyva azt a bezavard technikai elemet, amit a kontinuumok szemlélése kozben
eddig hasznalt (ti. a vonatkoztatasirendszer-fiiggd leirdst), és amely technikai elem
— torzitd szemiivegként — annyi fejfajast okozott mindezidaig, és zavarta a tisz-
tanlatast.

2. ELSO LEPES: A TER NEM ABSZOLUT, TERIDORE VAN SZUKSEG

Ebben a szakaszban tomoren, célratoréen fogalmazzuk meg a szakasz cimében
megfogalmazott allitast. Az elhangzottak részletesebb fizikai kifejtése és tudomany-
torténeti értelmezése a kovetkezo szakaszban fog kovetkezni.

A tapasztalati iton felismert GALILEI-féle relativitasi elv azt mondja ki, hogy
az egymashoz képest mozgo inercidlis (tehetetlenségi) vonatkoztatédsi rendszerek —
azaz az olyan vonatkoztatasi rendszerek, amelyek szerint egy magara hagyott test
egyenes vonali egyenletes mozgast végez, — egymassal fizikailag egyenértékiiek,
nincs fizikai jelenség, mely az egyiket a masikhoz képest kitiintetné.

Tapasztalat tovabba, hogy a kiilonb6z6 inerciarendszerek egyméshoz képest
egyenes vonali egyenletes mozgassal mozognak. A GALILEI-transzformacio két egy-
szerll régi mozgastani tapasztalatot fogalmaz meg: ha van két inerciarendszeriink,
KC és K', ahol a masodik V sebességgel mozog az els6hoz képest, és melyek id6- és
térorigdi ugy vannak Osszeillesztve, hogy t = 0-kor az r = 0 helyhez ¢/ =0 ésr' =0
tartozik,! akkor egy tetszéleges, id6ben pillanatszer(i és hely szempontbél pontszert
torténéshez/eseményhez a K szerint rendelt ¢ és r, valamint a K’ szerinti ¢ és r/
értékek kozott a kovetkezo atszamitasi képletek érvényesek:

=t (1)
r=r—Vt. (2)
(Késébbi mérések kimutattak, hogy ezek a képletek csak a fénysebességnél joval

kisebb V esetén hasznédlhatoak, de most abban a jelenségkorben fogunk maradni,
ahol nem lépnek fel fénysebességgel dsszemérhet6é nagysagu relativ sebességek.)

! Amikor inerciarendszereinkben DESCARTES-koordinatatengelyeket is valasztunk, akkor ezek

irdnyait is ossze fogjuk hangolni: az ' irdny essen egybe az x irdnnyal, az 3’ az y-nal, és a
Z' irdny a z-vel.
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Nos, az els6 képletrol leolvashatd, hogy eme tapasztalataink szerint az ido ab-
szoliit, mert a transzformécios képlet ¢ = f(¢) alaku.?

Hasonlé szemmel ranézve, a méasodik képletrol pedig az olvashaté le, hogy a
tér nem abszolit, ugyanis a transzformdciés képlet nem r’ = g(r) alakd, hanem
v’ = g(r,t) alaki.? Az is lathato, hogy a térbe belekeveredik az idé is. Ha a térvek-
torokbdl szeretnénk konstrudlni valami abszolit mennyiséget (olyan mennyiséget,
amelyek halmazabdl mar nem visz ki a GALILEI-transzformécio), akkor az id6t kell
hozzakapcsolni valahogy. Ez megteheto gy, ha a
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négydimenziés vektort képezziik.* Ilyen négyesvektor alakban a GALILEI-transzfor-
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(ahol T a harmas egységtenzor, és blokkmatrix alakot hasznaltunk), tehat a le-
hetséges négyesvektorok halmaza mér abszolit: nem visz ki bel6le a GALILEI-
transzformacio.

Abszolit téridé van tehdt, és ezen beliil abszolut id6, abszolit tér viszont nincs.

3. TUDOMANYTORTENETI ERTELMEZES

Mint latjuk, az oly artatlannak tiiné, bizonyos szemszoghol szinte trividlis
GaLILEI-transzforméacioboél pillanatok alatt egy sokak szamara igencsak meghokken-
t6 eredmény kovetkezik. Erdemes ezért dttekinteni a vonatkozé tudomdanytorténeti
hatteret, hogy tisztdbban lassuk a helyzetet.

[dézziik ol el6szor is azt, ahogyan GALILEI a réla elnevezett relativitasi elvet
megfogalmazta [3].5

Zarkozzal be egy baratod tarsasagaban egy nagy hajoé fedélzete alatt egy megle-
hetosen nagy terembe. Vigyél oda sziinyogokat, lepkéket és egyéb ropkodé allatokat,
gondoskodjal egy apro halakkal teli vizesedényrdl is, azonkiviil akassz fel egy kis vod-
rot, melybdl a viz egy alaja helyezett sziik nyakid edénybe csopog. Most figyeld meg
gondosan, hogy a repiil6 allatok milyen sebességgel ropkédnek a szobaban minden

2S6t, az id6 egydimenzios 1évén, beldthatd, hogy ekkor sziikségképpen ¢ = t. Tébbdimenzibs
esetben létezhetnek olyan lehet&ségek, amilyet példaul majd a 3. labjegyzet emlit.

3 Az egy adott inerciarendszerbeli térbeli forgatdsok r’ = g(r) alaktak. Nem visznek ki tehdt
az Osszes helyvektorok halmazabdél. Ha csak rajtuk mulna, a tér abszolut lenne.

4Hogy az indexek miért nem alulra, hanem feliilre lettek frva, az a 4. szakaszban lesz megin-
dokolva.

5 A tartalmi allitdsok mellett érdemes megfigyelni a szerzé ama torekvését is, hogy a szdveg
az elbeszéld forma ellenére is tudomanyosan igényes, koriiltekinté és atfogd legyen.
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iranyba, mig a hajo all. Meglatod azt is, hogy a halak egyforman tiszkalnak minden
iranyban, a lehull6 vizcseppek mind a vodor alatt allo edénybe esnek. Ha tarsad
felé hajitasz egy targyat, mind az egyik, mind a masik iranyba egyforma erével kell
hajitanod, feltéve, hogy azonos tavolsagokrol van szé. Ha, mint mondani szokas,
paros labbal ugrasz, minden iranyba ugyanolyan messzire jutsz. J6l vigyazz, hogy
mindezt gondosan megfigyeld, nehogy barmi kétely tamadhasson abban, hogy az al-
16 hajon mindez igy torténik. Most mozogjon a hajo tetszés szerinti sebességgel: azt
fogod tapasztalni - ha a mozgas egyenletes és nem ide-oda ingadozo -, hogy az em-
litett jelenségekben semmitéle valtozas nem kovetkezik be. Azoknak egyikébdl sem
tudsz arra kovetkeztetni, hogy mozog-e a hajo, vagy sem. Ha ugrasz, ugyanakkora
tavolsagra fogsz jutni, mint az el6bb, és barmily gyorsan mozog a hajo, nem tudsz
nagyobbat ugrani hatrafelé, mint elére: pedig az alattad levé hajopadlo az alatt az
id6 alatt, mig a levegbben vagy, ugrasoddal ellenkezé iranyban elmozdul elore. Ha
tarsad felé egy targyat hajitasz, nem kell nagyobb erével hajitanod, ha baratod a ha-
jo elején tartozkodik, mint akkor, amikor hatul van. A cseppek éppigy bele fognak
hullani az alsé edénybe, mint elobb, egyetlenegy sem fog az edény mégé esni, pedig
az, mig a csepp a levegében van, t6bb hiivelyknyi utat tesz meg. A halaknak sem kell
az edényben nagyobb erét kifejteni, hogy az edény elejére uiszhassanak, és ugyan-
olyan konnyedséggel fognak a taplalék utan menni, ha az edény barmely részén van
is. Végiil a szinyogok és a lepkék is kiilonbség nélkiil fognak barmely iranyba rep-
kedni. Sohasem fog eléfordulni, hogy a hatsé falhoz nyomodnak, mintegy elfaradva
a gyorsan haladoé hajo kovetésétol, pedig mig a levegében tartézkodnak, el vannak
valasztva tole. Ha egy szem tomjént elégetiink, egy kevés fiist képzodik, mely fel-
szall a magasba és kis felh6 gyanant lebeg ott, és nem mozdul el sem az egyik, sem
a masik iranyba.”

A szoveget elemezve, a mozgasokat és egyéb fizikai jelenségeket valamilyen vi-
szonyitési alaphoz (vonatkoztatési rendszerhez) képest szoktuk vizsgalni, mely vala-
milyen anyagi objektumokbol épiil fel, és ezekhez az anyagi objektumokhoz képest
végezzilk méréseinket. Ilyen viszonyitasi alap lehet egy Foldhoz rogzitett szoba a fa-
laival, padlojaval és mennyezetével, példaul egy épiiletben egy kikoté partjan, vagy
egy vilagitotorony tetején. Vagy lehet ez a szoba egy hajoban is, mely a kikoto védett
oblének csendes vizén kikotve nyugszik. De lehet egy egyenletesen mozgo hajoban is,
mikozben a védett 6bolben kifele halad, vagy egy nyilt vizen haladé hajoban is, mi-
kézben olyanok a hajozési viszonyok, hogy nem ingadozik a hajé mozgésa (példaul
a kik6t6bdél vagy vildgitdtoronybdl szemlélve). Lehet aztan egy hanykolod6 hajéban
is, vagy egy nagyerejl szélvihar miatt épp 0Osszeddlofélben 1éve vilagitotoronyban,
vagy egy épp foldrengést elszenvedd parti épiiletben. Ez utobbi viszonyitasi alapok-
ban (vonatkoztatasi rendszerekben) sajnos ,hanykol6dénak” fogjuk latni a jelen-
ségeket, mert a viszonyitasi alapunk, amihez képest mériink, ide-oda hanykolodik.
Ilyen viszonyok kozepette pedig nehéz fizikailag hasznos kovetkeztetéseket lesziir-
ni. Az elobb emlitett, békés viszonyok kozott 1étez6 viszonyitasi alapok viszont jol,
mégpedig GALILEI fenti felismerése szerint egyformdn jol hasznélhatéoak maguknak
a jelenségeknek a megfigyelésére, és ezekben a jelenségek egyformdn jatszodnak le.
Ezért, bar ezek a nyugodt viszonyitasi alapok egymashoz képest dltalaban egyenes
vonalu egyenletes mozgast végeznek, egyikiik sem kitiintetett semelyik méasikukhoz
képest, egyetlen jelenség szempontjabol sem.
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Masrészt, felismerjiik, hogy a magukra hagyott testek egyenes vonalu egyenletes
mozgassal haladnak.

GALILEI ezt még csak a vizszintes mozgédsokra mondta ki ([3], 146-148. o.), illetve az ltaldnos
mozgasok vizszintes részére — ismerte ugyanis a kiiloboz6 iranyd mozgasok fiiggetlenségét
([16], 173. 0.) —, mert gondja volt a szabadon esd testekkel, melyek ugye szintén magukra
hagyottnak mutatkoznak. Ugyanezekben az 1630-as években DESCARTES viszont mar altaldnos
érvénnyel fogalmazta meg ezt az éllitdst ([16], 183. 0.), 6 mér a szabadesés mogé is egy bizonyos,
szemmel nem 14thaté és kozvetleniil nem nyomon kovethetd, de fizikai hatdst tételezett fel ([16],
185. 0.).

Az pedig, hogy a magukra hagyott testek egyenes vonali egyenletes mozgasa milyen
vonatkoztatéasi rendszer szerint értendo, az eddigiek alapjan kézenfekvo: az emlitett
békés, nyugodt viszonyitdsi alapok szerint.® Az alapjan, hogy a magukra hagyott tes-
tek mozgasat tehetetlenségi mozgasnak szoktdak hivni, ezeket a nyugodt viszonyitasi
alapokat tehetetlenségi/inercidlis vonatkoztatési rendszereknek nevezhetjiik.

Ami a GALILEI-transzforméciot illeti, az el6szor is az abszolut id6t mint kisérleti
tényt fejezi ki.” Ezutdn pedig igymond egyszerli geometriarél van szé: a K rendszer
maga is latja, hogy a K’ rendszer milyen helyvektort mér, és latja, hogy eme ¢
idépillanatban a ' rendszer origdja hol jar, igy maga K is ki tudja szdmolni, hogy
milyen helyvektort kell K'-nek kapnia.

A szabadesésre aztdan NEWTON adott mennyiségileg is sikeres értelmezést,
tomegvonzas-elméletével. A tapasztalathoz jol illeszked6 gravitdcids erotorvénye
azonban pillanatszeriien terjedo tavolhatast jelentett. Ezt NEwToON — amellett, hogy
egy fizikailag zavar6 és nehezen hiheté aspektusnak taldlta, — csak tgy tudta el-
képzelni, hogy feltételezte egy abszolut tér (és igy egy kitiintetett inerciarendszer)
fogalmat. Hogy miért is érezte sziikségét ennek a hipotézisnek, az (legalabbis a kozis-
mert tudomanytorténeti értékelésekbol) nem vildgos. Lehetséges, hogy fizikai okbdl,
mert az abszolut teret egyfajta kozvetito kozegnek gondolta, egy gravitacios éternek
(az elektromagneses hulldimok terjedését biztosité kozeg, az elektroméagneses éter
kés6bb megsziiletett elképzeléséhez hasonlé szohaszndlattal élve). De az is lehet,
hogy matematikar okbol, mert nem tudott elképzelni mas matematikai lehetdséget
a pillanatszert tavolhatas megfogalmazasara.

Mai szemmel nézve, ami az elsé lehetdséget illeti, az elektromégneses éter fo-
galmanak elvetése Ota a fizika gravitacids éter sziikségességét sem igényli. A ma-
sodik lehetséges indok iigyében pedig a kés6bbiekben latni fogjuk (28. oldal), hogy
a pillanatszerti tavolhatas leirasahoz valojaban nem sziikséges abszolut tér, csak az
abszolut térszeriiség (abszolut egyidejliség) fogalma. Mar kortarsa, LEIBNIZ is birdlta
NEWTONT, hogy az altala vélelmezett abszolut tér, igy az abszolut inerciarendszer
a tapasztalatoknak megfelel6 GaLILEI-féle relativitasi elv miatt semmilyen médon

6 Egyébként ha egyikiikben egyenes vonald egyenletes a mozgas, akkor mér a tSbbiben is,
hiszen ez sem kiilonboztetheti meg egyik nyugodt viszonyitasi alapot a tobbihez képest.

" A hajézés volt a f6 mozgatdereje a minél pontosabb, és a hajék hanykoléddsanak minél
jobban ellendll, minél zavartalanabbul jard és megbizhatobban miikodé érak kifejlesztésé-
nek. Ennek eredményeként az is kisérleti tapasztalat lett, hogy az idé még a hanykol6dd
(nemtehetetlenségi) vonatkoztatdsi rendszerekben is ugyanugy telik, ahogy az inerciarend-
szerekben.
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nem mutathaté ki, tehat fizikailag helytelen feltételezés ([16], 227. o.). A problémét
NEWTON is latta, de csak addig jutott el, hogy példat adott egy tehetetlenségi vo-
natkoztatési rendszer és egy nemtehetetlenségi megkiilonboztetésére,® tovabbd hogy
egy bizonyos misztikus feltételezést fogalmazott meg, miszerint ,a vilag igen tavoli
részében nagy tomegek vannak, amelyek rogzitik az abszolut teret” ([16], ugyanott).
Az utokor kozfelfogasa azonban, a newtoni dinamika és gravitdacidelmélet sikerei
miatt — GALILEI felismerése és LEIBNIZ intelme ellenére — a newtoni abszolit tér
fogalmat is készpénzként vette at.

A térid6 fogalméanak megalkotasa azonban nemcsak emiatt bizonyult nehéznek.
A geometria EUKLIDESZ Ota évszazadokon at euklideszi teret jelentett. E felfogas
miatt a vektorok nemcsak vektorteret alkottak (melyben mindéssze Osszegik és
szamszorosuk van értelmezve), hanem euklideszi vektorteret, ahol a vektoroknak
hosszuk és bezart szogiik, vagy ezzel ekvivalens modon: pozitiv definit skalarszor-
zatuk is van. Erre a helyzetre BoLyar és LoBACSEVSzZKI) nemeuklideszi geometridra
vonatkozo, tovabba GAuss és RIEMANN gorbiilt geometridkra vonatkozo eredményei
voltak aztan fellazitdé hatasiak. Ezaltal a geometria az altalaban gorbiilt, helyileg
euklideszi jellegli sokasagok fogalmaig altalanosodott, de nem tovabb.

Ezzel parhuzamosan az is idébe telt, mig az egy- a két- és a haromdimenzios
euklideszi tér megismerése utan a matematika értelmezte a négy- és tobbdimenzios
euklideszi terek fogalmat. A haromnal magasabb dimenzios terek rdadasul értel-
mezésiik utdn is megmaradtak matematikai kuri6zumként, részben mert gyakorlati
hasznuk nem latszott, részben pedig mert a kozfelfogas szamara tul absztrakt, a
szemlélet szamara oly nehezen felfoghaté geometriai képzodmények. Marpedig a
térid6 fogalmahoz a dimenzidészam tekintetében is a gondolkodas fellazitasara volt
sziikség.

A kovetkezo felkavard torténés a fizikaban kovetkezett be: a specidlis relativitas-
elmélet megsziiletése. Kozvetett, majd késobb kozvetlen alatamasztast nyert, hogy
az 1d6 sem abszolut, az egyenértékii inerciarendszerek valtasakor ido és tér egyarant
keverednek egymasba. Az abszolut téridé fogalma azonban még ennek felismerése
utan is csak akkor sziiletett meg, amikor Minkowski felismerte, hogy ha az i képzetes
egység, a c fénysebesség és a t id6koordinata szorzataként bevezeti az x!, 22, 23 térko-
ordindtak mellett az 2* = ict képzetes koordinatat, akkor a LORENTZ-transzforméaci6
(a GALILEI-transzformdci relativisztikus véltozata) eme négydimenzids térben for-
gatasokat jelent, ezek a vektorok egy négydimenzios euklideszi vektorteret alkotnak.
Fontos egybdl leszogezni, hogy a képzetes idékoordinata mogott semmi fizikai mély-
ség nincs, ez egy tartalmilag félrevezeto és roppant zavard, pusztan technikailag ki-
izzadt konstrukcio, acélbol, hogy egy euklideszi skaldrszorzatot, azaz egy euklideszi
szerkezetet kapjunk.

Igy, hogy egy euklideszi szerkezet bukkant elé, a tudoméany végre elkezdett a
téridore mint geometriai objektumra gondolni. Késobb, amikor elkezdték vizsgalni,

8Egy forgd vodorben kialakulé vizfelszin nem-vizszintes voltara mutatott ra. Egy dltalano-
sabb, bar elsore kissé vulgarisan hangz6é megfogalmazassal azt mondhatnank, hogy ,iner-
ciarendszer az, amelyhez rogzitve nem szédiiliink”. Az ember egyensilyérzékeld szervének
miiszaki, egyre nagyobb érzékenységili reprodukalasaval valoban egyre pontosabban ki tudjuk
mutatni egy mozgds tehetetlenségi vagy nemtehetetlenségi voltat.
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hogy az ict koordinata esetén ad6dé euklideszi skaldrszorzat a valos ct koordinata
esetén minek felel meg, kideriilt, hogy az euklideszi skalarszorzat-fogalom egy olyan
altaldnositasanak, mely nem pozitiv definit (pszeudo-euklideszi skaldrszorzat/belsé
szorzat, azaz egy nemdegenerdlt, szimmetrikus, bilineéris leképezés). fgy ez a szer-
kezet is fokozatosan belekeriilt az elfogadott geometriai lehetéségek kozé.

A nemrelativisztikus térido azonban két tovabbi vonatkozasban is még altalano-
sabb fogalom, mint a specidlis relativisztikus térid6. Altalanosabb egyrészt abbél a
szempontbdl, hogy a GALILEI-transzformacié semmilyen blivészkedéssel nem fogha-
to fel euklideszi forgatasként, vagy annak pszeudo-euklideszi megfelel6jeként. Egy
négydimenziés euklideszi szerkezet helyett, mint a késobbiekben konkrétan latni
fogjuk, egy egydimenziés abszoltut id6-szerkezet, tovabba egy, az abszolit térszeri
négyesvektorokra értelmezett hdromdimenzids euklideszi szerkezet van rajta.’”

A masik altalanosabb aspektus pedig az, hogy — mint azt a (3) képletrél leolvas-
hatjuk, — kiilonbo6z6 fizikai dimenzidji mennyiségeket kell 6sszetenniink egy négyes
mennyiséggé. A hdrom tavolsdg dimenzi6ju koordindta mellé egy id6 (id6tartam)
dimenzidjut kell helyezniink. Relativisztikusan ez iigyben konnyl a dolgunk, mert
a fénysebesség egy fizikailag kitiintetett megfeleltetést jelent tavolsag és idotartam
kozott, ezért az ¥ = ct védlasztdssal élve egyenld dimenzidji mennyiségeket helye-
zink egymas mellé. Nemrelativisztikusan azonban nincs ilyen lehetéségiink. Ezért
az euklideszi elozmények fényében roppant formabonténak mutatkozik ez a 1épés.

A formabont6 aspektus mellett azonban egybdl felvetodik az a kérdés is, hogy
egyaltalan meg lehet-e ezt a 1épést konzisztensen tenni, nem jutunk-e az eltérd di-
menziok miatt valahol fizikai ellentmondédsba? A véalasz az, hogy nem, ehhez pedig
el6szor is nézziik meg, hogy miért is meriil fel ez a kérdés. Mint mér elhangzott,
annak megfelel6en, hogy a geometria sokaig euklideszi geometriat jelentett, a vek-
torok fogalmahoz nemcsak a ma vektortér-tulajdonsdgnak hivott aspektusaik (a
vektorok Osszege és szamszorosa) tartoztak hozza, hanem euklideszi tulajdonsaguk
is (hosszuk és bezart szogiik, ill. az ezzel ekvivalens euklideszi skaldrszorzatuk).
Eltartott egy ideig a matematikatorténetben, mig kiilonvalt a vektortér fogalma az
euklideszi vektortér fogalmatol. A nemrelativisztikus térido vektoraira nem kell euk-
lideszi tulajdonsag, csak a vektortér-tulajdonsag, a vektorok Gsszege és szammal valo
szorzata pedig mindketten tiszteletben tartjdk, ha a vektor kiilonb6z6 komponen-
sei kiilonbozé dimenzidjiak. Nemrelativisztikusan a két ezen feliili szerkezet (a mér
emlitett abszolut id6-szerkezet, és a térszeri négyesvektorok haromdimenzids euk-
lideszi szerkezete) pedig, mint majd latni fogjuk, szintén tiszteletben tartjék, hogy
az idékoordinata mas dimenzi6ji, mint a térkoordinatak. Egy gyors megnyugtatast
mar most is adhatunk: a (4) GALILE-transzformacié konzisztens médon tiszteletben
tartja a a dimenziok kiilonbozoségét, ahol keveredés van, ott a V a megfelel6 mdédon
viszi egymadsba a dimenzidkat [ha (2)-re néziink, r’-be V révén a megfelelé dimenzi-
6ra hozva keveredik bele a t koordinédta]. Marpedig a nemrelativisztikus téridé nem
jelent mast, mint a GALILEI-transzforméacio kovetkezményeit. Ezért nyugodt 1élekkel
varhatjuk, hogy a nemrelativisztikus térid6 olyan lesz, hogy a dimenziok kiilonbo-

9 Amikor a specidlis relativisztikus téridén végrehajtjuk a(z alkalmas értelemben vett) nem-
relativisztikus hataratmenetet, akkor a specidlis relativisztikus négyes pszeudo-euklideszi
szerkezet erre a két nemrelativisztikus szerkezetre vezet, e kettore esik szét.
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z0ségét tiszteletben fogja tartani.

Mindenesetre lathaté, hogy a nemrelativisztikus térid6é fogalmanak bevezetését
mind az euklideszi (és pszeudo-euklideszi) elvaras, mind az azonos dimenzidk elva-
rasa hétréltatja. WeyL [19] 1épett t1l el6szor ezeken a beidegzédéseken, és 6 vezette
be a nemrelativisztikus téridé matematikailag és fizikailag egyarant kielégito értel-
mezését.

WEYL targyaldsa azonban még egy harmadik régi, szintén roppant erds hittel is
szakitott: hogy a tér- és idoszerii torténések csak egy koordinatarendszer, és csak
egy vonatkoztatasi rendszer szemszogébdl lennének leirhatoak. Ez a hit részben meg-
szokason, részben pedig tekintélyelven alapulhatott: egyrészt mindenki ezt gondolta
az egyetlen lehetdségnek, senki nem tudott kidolgozni mas megkozelitést, mésrészt
ha GALILEI és a tobbi nagy eldd is igy gondolkozott — nem is beszélve NEwTON
abszolit terérél —, akkor a kozfelfogds ezt szentesitette.!® Még EINSTEIN is, aki
pedig igazan ontorvényld batorsaggal lazitott fel felfogasokat, ha azok a tapaszta-
latoknak vagy a kovetkezetes gondolkodasnak ellentmondtak, élete végéig inercialis
koordindtarendszereken at szemlélte a specidlis relativitaselméletet (és az altalanos
relativitaselméletet is koordindtarendszereken keresztiil).

WEYL targyaldsmodja az, ahol a matematikai forma végre pontosan a fizikai
tartalmat fejezi ki, nem mast, nem tobbet és nem kevesebbet. A téridordl a fizika
torténete soran kialakult Osszes tapasztalatunk és konzisztens elképzelésiink helyet
kap benne, az igy-tigy kialakult inkonzisztens beidegzodések pedig nem. A leirdsmod
Osszes matematikai szereploje fizikai tartalommal bir, nincsenek pusztan technikai
vagy kényelmi szempontboél bevezetett segéd-elemek. A WevL-ldtdasmoddal a téridé!

pontosan annak latszik, amit a fizika val6jaban kideritett réla.

WEYL téridd-leirasat példaul JacLom vizsgédlta a geométer matematikus szem-
sz6gébol [4], ARNOLD ismertette a mechanika mivelGivel [1], a fizikus szdmadra sziik-
séges elvi és gyakorlati részletekig mené kidolgozasat MaToLcst adta meg [5, 7], az
egyes fizikai teriileteken valé alkalmazasokrél pedig MAToLCSI, VAN és masok értek
el eredményeket [6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 2].

Mint az a Bevezetésben mar elhangzott, a WEYL kezdeményezte leirds bi-
zonyos matematikai hozzavalokat igényel. Ezért ebben az irasban a térido egy
formailag-technikailag egyszeriibb megkozelitésben kertil ismertetésre, hogy ne kell-
jen megkovetelni az Olvasétol ezeket a matematikai ismereteket. Egy vélasztott
segéd-inerciarendszer szemszogébol, valasztott id6- és térorigd, valamint DESCARTES-
koordinatak révén a téridévektorokat koordinatakkal, a téridopontokat pedig az id6-
és térorigd alkotta téridé-origébdl hozzajuk hizott téridé-vektorokkal (tehdt szintén
koordindtakkal) jellemezziik.!? fgy ez a lefrds nem fog rendelkezni a WEYL-féle meg-

10 Természetes, hogy a maga kordban DESCARTES koordindtarendszere nagy fejldést jelentett.
A térvektorok és tenzoraik koordinatafiiggetlen felfogdsa azonban nagy elvi értéki, ralatast
nyujté fejlemény volt. Hasonléan nagyértékli vivmany a WEYL-i vonatkoztatasirendszer-
mentes felfogas is.

' mind a nemrelativisztikus, mind a specidlis relativisztikus, ugyanis mindketté koordinata-
és vonatkoztatasirendszer-mentes leirasat megadta

12 T4rgyaldsunk olyan szempontbdl is leegyszertisits lesz, hogy nem tesziink kiilénbséget hér-

mas vektor és koordinatazott alakja kozott.

1
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kozelités bizonyos elvi-lényegi értékeivel, de kozvetett eszkozeivel azért képes lesz a
nemrelativisztikus téridé osszes tulajdonsaganak bemutataséra.

4. TOVABBI ISMERKEDES A TERIDOVEKTOROKKAL

A 2. szakaszban formailag leolvasott allitast — miszerint a tér nem abszolut, —
az elozo szakasz fizikai magyarazatait felhasznalva képlet nélkiil is felismerhetjiik,
példaul a most kovetkezd gondolatmenet ttjan. A 14. oldalon bemutatott médon,
egy viszonyitési alap (vonatkoztatdsi rendszer)' a gyakorlatban mindig valamilyen
anyagi objektumok édltal van kijeldlve. Ilyenek egy szoba falai, padldja és mennyezete.
A szoba mint vonatkoztatasi rendszer térpontjai azok a pontok, melyek a szobahoz
képest nyugszanak. Ez a szoba lehet egy kikotoparti épiiletben, de lehet egy a vizen
halad6 hajoban is. Eszerint ha példaul egy hajo belsejében levo szobaban az asztalon
egy kis piros rubinké nyugszik, akkor ez a rubinké (ha elegendéen kicsi), akkor a
hajébeli szoba mint vonatkoztatasi rendszer egy térpontjat jeloli ki. Legyen ennek a
szobanak a falan egy ablak, és haladjon el a hajo mellett egy masik hajoé, amelynek
szintén van egy belsé szobaja, és azon szintén van egy ablak. Legyen olyan szerencsés
az elrendezés, hogy a masik hajoban az ablakon kikukucskalva pont beldtunk az
els6 hajo szobdjaba annak ablakan at, és lathatjuk az asztalon a rubinkovet. A
méasik hajo mozogni latja ezt a rubinkovet — hiszen az egyiitt mozog a hajéjaval
egyiitt —, tehat a masik hajé szamara a rubinké nem egy térpontot jelol, hanem
egy mozgast, egy idofiiggd helyl folyamatot ir le. Ekozben az elsé hajo tovabbra
is joggal ragaszkodik hozza, hogy 6neki pedig ez a rubinko egy térpontot jelol ki.
Ami tehat térpont egy vonatkoztatasi rendszer szamara, az egy hozza képest mozgd
masik szamara nem térpont. A tér nem abszolut.

Ezutan folytassuk az ismerkedést a téridévektorokkal, melyeket a tovabbiak-
ban négyesvektoroknak is fogunk hivni. Ez iigyben ill6 el6szor is magyarazatot adni
a 2. szakaszban bevezetett két konvenciora. Az egyik, hogy az id6t nem mint negye-
dik, hanem mint nulladik koordinatat ragasztottuk hozza a helyvektorhoz. Ennek
két oka van: egyrészt keriilni akarjuk a rossz emlék(i, MiNnkowskI-féle zt = ict
konvenciohoz valé hasonlatossagot. Masrészt igy jobban kifejezziik, hogy nem egy
tovabbi euklideszi tipusu koordinatat vezettiink be, hanem egy mas fizikai termé-
szetiit, melynek még a fizikai dimenzidja (durvan szélva: a mértékegysége'?) is mas,
mint a helykoordinataké.

A masik konvencio, amely magyarazatot érdemel, az, hogy a koordinatdk miért
fels6 indexet kaptak. Ennek oka az, hogy a téridévektorok mellett hamarosan fel
fognak bukkanni az in. térid6-kovektorok is (a kovektor fogalménak értelmezését
1d. majd ott). A harmas vektorok esetén vektor és kovektor kozott természetes azo-
nosités van,'® az euklideszi skaldrszorzat révén, ezért a harmas mennyiségek korében
nem is szoktak szoba keriilni a hdrmas kovektorok. A négyesvektorok és a négyes

13 A szakirodalomban eléfordulnak a ,megfigyelé”, és a ,megfigyel6-mez6” elnevezések is.

14 Hasonlban a téridé vonatkoztatasirendszer-mentes targyaldsahoz, a fizikai dimenziéval ren-
delkez6 mennyiségeknek — tavolsagoknak, idétartamoknak, tomegértékeknek, stb. — is 1é-
tezik mértékegységmentes targyaldsa. Ezt MATOLCSI adta meg (1d. [7]).

15 Ezt az azonositdst a 18. labjegyzet fogja majd elmagyarazni.
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kovektorok kozott azonban nincs, és a relativitaselméletben kialakult hagyomanyt
kovetve mi is itt tgy fogjuk megkiilonboztetni a négyesvektort és a négyes kovektort,
hogy el6bbi fels6, utébbi alsé indexeket kap.

[zlelgessiik akkor most tovdbb a téridén valé életet és a négyesvektorokat.

Annak megfelel6en, hogy hely és id6 a (ﬁ) modon olvad 0ssze, egy pontszerii
test t — r(t) mozgdsdnak négyes megfelelje a

0= (o) )

négyesvektor értéki fliggvény lesz. Ez irja le a pontszeril test téridébeli sorsat, ez a
fliggvénygorbe a test vildgvonala (a relativitaselmélet szohasznalataval élve).

Ha id6 szerint derivaljuk ezt a fliggvényt, a

e (atn) = (o) )

eredményt kapjuk. Mivel egy négyesvektort derivdltunk egy négyes-skalar (a
GALILEI-invaridans abszolut id6) szerint, ez az eredmény minden idépillanatban egy
négyesvektor kell legyen (amint az egyszeriien beldthatd). Ha, ezt ellendrizendd,
direktben végrehajtjuk rajta a IC inerciarendszerrdl a K-hoz képest V sebességgel

c s o7

(v%w)/ - (v(t)l— v) ’ (7)

ami tényleg a vart eredmény (a nemrelativisztikus sebesség-Gsszetevési formula).
Lesziirhetjiik ebbol, hogy a harmas v sebességekhez az

(v)- ®)

négyessebesség rendelédik hozza.'® Ebbél az is kovetkezik, hogy az mv hérmas
lendiilet négyes megfelel6je az () négyesvektor.

Derivéljuk (6)-ot még egyszer: ekkor a

" (r<0t>) B (V?w) N (a?t)) (9)

16 A relativitdselméletben &ltaldban nem r, hanem x bet{it hasznalnak a négyesvektorok jeld-
lésére, és v helyett u-t a négyessebességekére. A kontinuumfizikiban azonban u a harmas
elmozdulasvektor-mez6t szokta jelolni, mely szintén kinematikai jellegli mennyiség, igy a re-
lativisztikusan megszokott jel6lésbdl a kontinuumfizikdban nagy zavar keletkezne. Ezenkiviil
fogalmilag szerencsésebbnek tiinik, ha ugyanolyan bet{it haszndlunk a harmas vektorkoor-
dindtdkra és négyesre kiegészitettjiikre. (Ez rdaddsul jeloléstechnikailag is gazdasdgosabb.)
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négyesvektor-fliggvényt kapjuk. Ez tehat a négyesgyorsulas vektor. Ez a GALILEI-
transzforméciora nézve invariansnak bizonyul:

(a?w)/ N (a?t)) ' (10)

Kovetkezmény, hogy a tomegpont mechanikai NEwToN-egyenletének, ma = F -nek
a négyes megfeleloje az

(2= () )

négyesvektor-egyenlet, a harmas eré négyes megfeleloje pedig a

(¥) - (7 @

tulajdonsagi négyeseré-vektor. (Maga az, hogy az a harmasgyorsulas és az F har-
maser0 invariansak a GALILEI-transzforméciora, természetesen régrdl ismert. Itt
most csak négyes aspektusukkal ismerkediink meg.)

5. NEGYES KOVEKTOROK, NEGYESTENZOROK

Ettol a ponttol kezdve a képletek zomét indexes alakban lesz kényelmes megadni.
Ezért most vegyiik sorra az indexes képletekben alkalmazott konvenciokat.

1. Az 4, j, k indexek harmas indexeket fognak jeldlni, azaz 1-t6l 3-ig vehetnek ol
értékeket.

2. Az a, b, c indexek négyes indexeket fognak jelolni, azaz 0-t6l 3-ig vehetnek ol
értékeket.

3. Az indexekre val6 Osszegzéskor alkalmazni fogjuk az EINSTEIN-konvenciot: a
kétszer el6forduld indexek esetén nem irjuk ki az 6sszegzést, tehat a kétszer elo-
fordul6 indexek esetén automatikusan Gsszegzés értendé — az 1, 7, k indexekre
1-t6l 3-ig, az a, b, c indexekre pedig 0-t6l 3-ig, azaz példaul

3
flgd=>rg, (13)

i=1

és

3

PR =D paQ (14)
a=0
formacid inverzét indexes alakban:

TO/:T’O, Ti/:Ti_Vi,r,O’ (15)

0 =0, = ViR (16)

21



Az alabb kovetkez6 tovabbi mennyiségfajtak transzforméacios szabalyaira is érvényes
lesz az az egyszerd szabdly, hogy az inverz transzformécio képletét gy kaphatjuk
meg az eredetibol, hogy abban minden vesszotlen koordinatat vesszosre cseréliink és
forditva, V helyére pedig —V-t helyettesitiink.

Kovetkezo 1épésként vezessiik be a négyes kovektor fogalmét. Mint kovektor
alatt altalaban, itt egy olyan linearis leképezést értiink, mely minden vektorhoz —

esetiinkben: minden négyesvektorhoz — egy valds szamot rendel. Annak megfelel6-

70

en, hogy a vektorokat egyoszlopos (:;) matrixba irjuk, a kovektorokat egysoros

r3

(ko ky ko kg) matrixszal, a hatasukat pedig a szokasos matrixszorzassal reprezen-
talhatjuk:

l{?a’f’a = (]{70 ]{?1 kQ k’3) (17)

T T
w N = O

Ahogy az mar emlitésre kertilt, ezeknek a k, négyeskovektor-koordinataknak alul-
ra irjuk az indexét, megkiilonboztetésil a négyesvektoroktol. A megkiilonboztetés
fontos, mint azt mindjart latni fogjuk: vezessiik ugyanis le a kovektor-koordinatak
inerciarendszer-valtasra val6 transzformaldodasat. A kovetelmény az, hogy a kovek-
tor hatdsa egy invarians GALILEI-skalar legyen. (Ekkor fogjuk GariLE-kovektornak
tekinteni. )

(kara)/ = k1 = k’olrol + kllT’l/ + k‘z'TQI + k3/7’3/, tovabba
= kor® = kor® + k! 4 kor? + kg =
= kor® + Ky (7’1/ + VITO/) + ky (7’2/ + Vzrol) + k3 (7“3/ + V37’0/) =
= (ko + V' + V2o + V3hs)r” + ke + kor® + kgr?, (18)

ahol a masodik sorban a kévetelményiinket hasznéltuk fel, a harmadik sor pedig (16)

révén adddott. Kovetelménytinknek minden r%-ra, igy minden r%'-re teljestilnie kell.

7 ay 7 " s 7 . !/ / !/ / s
Ezért az elsé és az utolsé sor egyenléségének minden r0, 1’ 2" 73" esetén fenn kell

4llnia. Kovetkezésképp 0, ', r2’, 13" els6 sorbeli egyiitthatéiknak rendre meg kell
egyezniiik az utols6 sorbeli egytitthatoikkal. Innen leolvashatjuk, hogy

ko' = ko + Vk; ki’ =k, (19)
vagy harmasvektor-jelcléssel

ko' = ko + VK, K =k. (20)

Lathatjuk tehét, hogy a négyeskovektor-koordinatak mashogy transzformalod-
nak, mint a négyesvektor-koordinatdk. A négyes kovektorok lényegileg masfajta
mennyiségek, mint a négyesvektorok. Erre a megkiilonboztetésre utal az a néhol
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alkalmazott szohasznalat is, amely a vektorkoordinatdkat kontravarians, a kovektor-

koordinatakat kovarians koordinatdknak nevezi.!”

A fizikdbdl ismert nevezetes példa négyes kovektorra az f(kr — wt) alaku sikhul-
lamokban szereplé w korfrekvencia és k hullaimszamvektor altal alkotott (—w k)
négyes mennyiség. Valoban, az f fiiggvény hasadban szerepld

kr — wt = (—w)t + kr (21)

kombinaci6é inerciarendszer-fiiggetlen, azaz GaLiLEI-skaldr kell legyen. Ezért
(—w k) egy négyes kovektort kell alkosson. Ezért transzforméacios képlete (20)-
nak megfeleld kell legyen. Eszerint a harmas hulldimszamvektor invarians marad, a
korfrekvencia pedig egy, a V attérési sebességgel aranyos eltolodast szenved. Ez az
eltolodas pedig nem més, mint pontosan a jol ismert DoppPLER-effektus.

Térjiink at ezutdn a négyestenzorokra. Egy euklideszi vektortér — mint a meg-
szokott harmas térvektoroké — esetén a tenzorok egyszertien a vektorokat vekto-
rokba vivo linearis leképezések, illetve, az euklideszi szerkezet révén ezzel ekvivalens
modon, a barmely két vektorhoz valés szamot rendeld bilinedris (mindkét valtozo-
ban linedris) leképezések. A négyesvektorok esetén nincs sem euklideszi, sem més
kitiintetett szerkezet, mely a négyesvektorokat a négyes kovektorokkal azonositja'®
(eltéro transzforméciés tulajdonsaguk miatt ilyen megfeleltetés egyszeriien nem le-
hetséges), és ahogy vektorbdl kétfajta adddik, ennek megfeleléen tenzorokbol négy-
fajta valtozat 1étezik. Ha a tenzorokra mint vektor-féleséghdl vektor-féleséget készito
leképezésre gondolunk, akkor két lehetdség az, hogy vektorra vagy kovektorra hat-e,
az ettol fiiggetlen masik két lehetdség pedig az, hogy a leképezés eredménye vektor-e
avagy kovektor. Ha pedig a tenzorokat bilinearis, szam értékl leképezésként fogjuk
fol, akkor az egyik valtozoé is kétféle lehet: vektor vagy kovektor, és ettdl fliggetlen
modon a masik valtozo szintén lehet vektor vagy kovektor. Az indexes irdasmod-
ban a négyféle lehetoséget a tenzor két indexének also ill. f6ls6 helyzetével tudjuk
megkiilonboztetni.

Vegyiik sorra egyesével a négy lehetoséget. Annak megfelel6en, hogy a feliilinde-
xesen jelolt r* négyes vektorokat egyszeriien vektornak hivhatjuk (mely egyszeriibb,
mint a kontravaridns tipusi vektor elnevezés), a 7% mindkét indexében kontra-

17 Az inerciarendszer-valté GALILEI-transzformécié mellett megvizsgalhatjuk az egy inercia-
rendszeren beliili térbeli forgatdsra valé transzformaciét is. Az deriil ki, hogy ilyenkor a
négyeskovektor-koordinatédk a négyesvektor-koordindtakkal azonos képlet szerint transzfor-
malédnak: a nulladik komponens invarians marad, a térszeri koordinatak pedig a harmas-
vektorokkal azonos médon transzforméldédnak. Ez fog 6réklédni a hamarosan bevezetésre
keriil tenzorokra, kotenzorokra és vegyes tenzorokra is. Ezért a tovabbiakban a forgata-
sokkal nem foglalkozunk, csak az inerciarendszer-valtas nemtrividlisabb aspektusaval. Meg-
emlitend6 emellett az is, hogy a tértiikkrozés- és idotiikrozés-transzformaciok behozzik a
pszeudoskalar, négyes pszeudovektor, stb. mennyiségeket is. Ezeknek azonban kevés szerep
jut a nemrelativisztikus fizikdban, ezért e helylitt ezek ismertetésére nem keriil sor.

18 A vektor és kovektor kozti azonositds, koordindtas nyelven elmagyarizva azon alapszik, hogy
egy kovektornak vektorra valé hatdsat és két vektor euklideszi (vagy pszeudo-euklideszi) ska-
larszorzatat egyarant lehet egy sormatrix és egy oszlopmétrix métrixszorzataként reprezen-
talni. Ezt az azonositast miveljiik 6sztonosen, amikor két vektor euklideszi skalarszorzatat
gy szamitjuk ki matrixszorzatként, hogy az egyik vektor komponenseit oszlopmatrixbol
sormatrix alakba rendezziik at. Ezzel ugyanis vektorbdl kovektorba alakitjuk at.
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varians (mindkét véltozdjaban kovektorra haté bilinedris) mennyiséget egyszeriien
tenzornak, négyestenzornak hivhatjuk. Amikor bilinearis mennyiségként tekintiink
rd, két négyes kovektorra hat, és azt koveteljitk meg, hogy a T%k,l, alakd eredmény
GavuiLer-skalar legyen. Amikor pedig egyvaltozos, linearis leképezésként szemléljiik,
akkor egy négyes kovektorhoz egy négyesvektort kell rendeljen, 7%k, = r® formé-
ban. (Belathat6, hogy a két kévetelmény ekvivalens.)

A négyestenzorok komponenseinek GALILEI-transzformécios képletét megkap-
hatjuk a kovektorokndl hasznalt (18) eljardssal. Akdr tigy, hogy T%k,l, invarian-
cidja, (T“bkalb)/ = T%,l, a kovetelmény — tetszéleges k,, [, négyes kovektorokra
—, akdr gy, hogy Tk, négyesvektorként val6 transzformdalédasét irjuk eld, tetszo-
leges kj, négyes kovektorra. A kissé hosszadalmas, de automatikusan végrehajthato
szamolast mellozve, az eredmény :

T00" — 00 T — i _ i T = 70 _ /i
T = T I IO 4 iy, (22)

A fizikdban ismert nevezetesebb mnégyestenzorok egyike a tomegpontok
r(mw®) —rb(mv®) négyes perdiilet'® mennyisége. Ennek tér-térszerti része (a tenzo-
rok részeinek elnevezését lasd kés6bb) a megszokott harmas perdiilet, megforditva
pedig: a harmas perdiilet GALILEI-konzisztens négyes kiterjesztése ez a négyestenzor.
A masik nevezetes négyestenzor az elektrodinamika D elektromos gerjesztésebol és
H mégneses gerjesztésébdl?® GaLiLE-konzisztensen megalkothaté G négyestenzor.
Erre a mennyiségre az ezutan sorra kerilé négyes kotenzorok kapcsan hamarosan
visszatériink.

Kovetkezzenek a sorban tehat most a négyes kotenzorok. Bilinearis mennyiség-
ként ezek két négyesvektorhoz rendelnek GariLir-skalart, Cpyr®s® médon. Linedris
mennyiségként pedig egy négyesvektort egy négyes kovektorba képeznek, Copr® = k,
formaban.

A kotenzor (avagy ko-kovaridns tipusu tenzor) komponenseinek GALILEI-transz-
formalddasa szintén az el6zoekhez hasonléan hatarozhaté meg. Ismét csak az ered-
ményt kozolve:

Co()/ == Co(] + Vlcl[) + VjC()j + VZV]C” -
= Cyo + Vi (Czo + C()i) + ViVjCij, (23)
Cz'O/ = CZ‘() + VjCij, O()j/ = O()j + ViCij, Ci'/ == Cz]

Mint a fizikdbol ismert nevezetes példa, az F elektrodinamikai térerdsségtenzor
emlithetd meg, mely az E elektromos térerésségbdl és a B méagneses térerésségbdl?!
alkothaté GaLILEI-konzisztens mennyiség. Belathatod, hogy az F négyes kotenzor és

19 kétszer olyan hosszi, nehézkesebb, sokkal kevésbé kifejezé és nehezebben megjegyezhetd
nevén: impulzusmomentum

20 t5rténeti, mai megértésiink szintjén mar meghaladott neviikén: elektromos eltolds és még-
neses térerosség

21 t5rténeti, mara meghaladott nevén: méagneses indukcié
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a G négyestenzor révén az elektrodinamika MAXWELL-egyenletei, és a ponttoltés-
re haté6 LorRENTZ-féle er6tovény egyarant megfogalmazhatoak GALILEI-konzisztens
moédon. Inkonzisztencia csak a D = ¢E, H = 1B 1n. anyagi egyenletek kapcsan
lép fol: ezeket az anyagi egyenleteket nem lehet GALILEI-konzisztens médon kird-
ni, hiszen F és G nem azonos tipusi négyestenzorok. Csak egyetlen kivalasztott
inerciarendszerben lehet kirémi, és akkor ez az inerciarendszer az elektrodinamikai
jelenségkor szempontjabol egy kitiintetett vonatkoztatasi rendszer lenne.?? Ez a ki-
tiintetett inerciarendszer az éter, vagy annak legalabbis egy minimaélis, de elkeriilhe-
tetlen formdja (nem baj, ha nincs koze az elektromégneses hatdsok tovabbitasahoz,
mint azt torténetileg az éterrdl, mint egy bizonyos kozegrdl gondoltak, de legalabbis
egy kitiintetett inerciarendszerre sziikkség van). Mint azt tudjuk, a GALILEI-féle re-
lativitasi elv eme sérilését kisérletileg nem sikeriilt kimutatni. Ezért igymond az a
feladat adodott az elméleti fizika szamara, hogy a GaLILEI-transzformacié helyett
keressen egy olyan masikat, amely szintén kifejezi az inerciarendszerek egyenértékii-
ségét, viszont lehetové tesz egy természetes, kitlintetett megfeleltetést négyestenzor
és négyes kotenzor kozott. A LORENTz-transzformécio ilyennek adodott, ugyanis az
altala invaridnsan hagyott négyes pszeudoeuklideszi szerkezet természetes azonosi-
tast nyujt négyesvektor és négyes kovektor kozott, és kovetkezésképp a négyfajta
tenzor mindegyike kozott is.?

Térjiink most at a két hatralevd, dgynevezett vegyes tenzor tipusanak ismer-
tetésére. Ezek egyike az L%r® = s* moédon négyesvektort négyesvektorba képezd
linedris leképezés, avagy az egy kovektorhoz és egy vektorhoz L% k,r’ médon skaldrt
rendeld bilinearis leképezés. Az ilyen kontra-kovarians tenzorkomponensek GALILEI-
transzformdlodési szabélya (a levezetést ismét nem kozolve)

L0 = L% +viLY;, % =1% L =L} -V,
Ly = Lig— VL% + VIL;, = ViVILY, (24)

A masik vegyes tenzortipus pedig a négyes kovektorokat négyes kovektorokba képezo
linedris, avagy egy vektort és egy kovektort skaldrba képezo biliearis leképezések,
NSky = 1, , illetve N,’r%ky moédon. Az ilyen ko-kontravaridns tenzorkomponensek
transzforméacios szabdlya pedig a kévetkezonek bizonyul:

No® = No® + VINY, N = N?, N/ =N — VIN,,
Ny’ = Ny + VINJ — VIN, — VIVIN,. (25)

A két vegyes tipusu tenzorra nehezebb kozismert fizikai példat mutatni.

A négyestenzor-komponensek mindegyikét reprezentalhatjuk matrix forméban.
A matrixalak azonban nem fogja jelezni, hogy a szébanforgd tenzor a négy tipus
melyikéhez tartozik. Az a konvencié, hogy a kovektorokat sormatrix, a vektorokat

22 Amikor jelen van egy folytonos, elektromagnesesen aktiv kozeg, akkor természetes és jogos az
e kozeghez rogzitett, fizikailag kitlintetett vonatkoztatasi rendszerben réni ki. Vakuumban
azonban nincs jelen elektromagnesesen kitiintetett vonatkoztatdsi rendszer, tehat bajban
vagyunk.

23 Természetesen a fizika tudoméanytorténetileg nem igy élte meg ezeket a torténteket, ez mar
csak a kell6 tavolsagbdl ralatni tudd utdkor elemzése.
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oszlopmatrix alakban reprezentaltuk, a tenzorokra mar nem terjeszthetd ki. Egy ma-
sik érvagas pedig az, hogy ha a tenzorok vektorokra valé hatasat matrixszorzasok-
kal szeretnénk reprezentalni, akkor mar azt sem tudjuk tartani, hogy a kovektorok
sormétrixként legyenek megjelenitve, a vektorok pedig oszlopmatrixként. (Gondol-
kodjunk el példaul a T%k,l, kombindcié matrixszorzatként valé reprezentdldsan.)
Lehetséges olyan konvenciot kialakitani, amellyel a matrixszorzassal valé reprezenta-
las fenntarthato, és a matrixok mogotti négyféle tenzorfajta tipusa is kidertil, erre a
technikai részletre azonban ez a bevezeto irds nem tér ki. Mindenesetre, fiiggetlentil
attol, hogy hasznalhatjuk-e a matrixszorzast a linearis miiveletek reprezentalasara,
célszertt mindegyik tenzortipust egyforman gy reprezentalni méatrixalakban, hogy
els6 indexe a sorindex, masodik indexe az oszlopindex. Példaul tehat,

TOO TO] T02 T03

b TOO TOj TlO Tll T12 T13
{Ta } = (Tio sz) = T20 21 22 23
T30 T31 T32 T33

(26)

Mivel a matrix-reprezentacié nem tesz kiilonbséget a négyfajta tenzor kozott,
ezért tovabbi csapdakat is rejt azok szamara, akik hozzaszoktak az euklideszi kor-
nyezethez, ahol a vektor és kovektor kozotti kiilonbséggel nem kellett torédni. Az
egyik ilyen az, hogy a transzponalas altalanosan azt csindlja, hogy a tenzor mint
bilinearis leképezés két valtozojat felcseréli. Namarmost, egy vegyes tenzor esetén
ez azt jelenti, hogy a tenzor tipusa is felcserélédik, egy ko-kontra-tenzorbol kontra-
kotenzort csinal, és forditva: L% — (LT),", és N, + (NT)’, (ahol T a transz-
pondlast jeloli). Ezért a vegyes tenzoroknak nincs GALILEI-konzisztens szimmetrikus
és antiszimmetrikus része. Egy adott inerciarendszerben a matrixnak persze képez-
hetok lennének ezek a hagyoményos matrix-értelemben, de az eredmények a négy
GALILEI-konzisztens tenzorfajta egyikébe se tartoznanak. Masképp megfogalmazva,
tulajdonképpen arrél van itt sz6, hogy egy kétvaltozos, elso valtozdjaban kovektor-
ra, a masodikban vektorra haté fiiggvény nem adhatd Gssze egy elsé valtozojaban
vektorra, a masodikban kovektorra haté fiiggvénnyel.

Egy mésik hasonlé buktaté az, hogy nyoma (spurja, trace-e) viszont csak a két
vegyes tenzorfajtdnak van (GALILEI-konzisztens médon): L%, illetve N,%; a tenzo-
roknak és a kotenzoroknak nincs. Egy adott inerciarendszerben, mint matrixnak
ugyan képezheto lenne, de az eredmény nem lenne GALILEI-skalar.

Zarjuk ezt a szakaszt azzal a megjegyzéssel, hogy a magasabbrendii, ,harom-
és tobbindexes” tenzorok transzformacios szabalyai egyre bonyolultabbak, viszont a
fenti képletekben megfigyelheté mintazatok alapjan levezetés nélkiil is kikovetkez-
tethetoek.

6. A TERIDO SZERKEZETE

Elhangzott mar tobbszor, hogy a nemrelativisztikus téridé vektorain nem egy
euklideszi, vagy akéar pszeudo-euklideszi szerkezet van, hanem bizonyos més szerke-
zetek. Ismerkedjiink most meg végre ezekkel kozelrol. Vegyiik magunk elé e célbol a
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négyesvektorok és a négyes kovektorok korabban mar megismert GALILEI-transzfor-
macios képleteit :

) L .
" =70, =1 =V azaz v =r—VrY (27)

ko' = ko + V'k; = ko + Vk, ki =k azaz k' =k. (28)

A négyesvektorok nulladik komponense, melyet a négyesvektor idészeri részének
neveziink, invaridns (az id6é abszolit). Ezért bevezethetd a matrixalakban

{ra}:=(1 0)=(1 0 0 0 (29)

modon megadhato 7, kovektor. Hogy valéban kovektort vezettiink be, az a kovekto-
rok (28) transzformécios képletébdl rogton ellenérizhetd: 7, alakja minden inercia-
rendszerben ugyanaz, tehat definiciéja nem fiiggott az inerciarendszertol, amelyben
a (29) alakkal definidltuk. 7, hatdsa egy négyesvektorra

Tar® =1, (30)

vagyis 7, a négyesvektorok abszolit idoszerti részét olvassa le. Ezért idokiértékelés-
nek (pontosabb széhaszndlattal: idétartam-kiértékelésnek) nevezhetjiik.

A négyesvektorok un. térszerli része, azaz az r harmas része viszont nem abszo-
lut. Kivételt képeznek a

Toq* =0 (31)

tulajdonsagu, tehat alaki téridovektorok, amelyek térszeri része GALILEI-

q
invaridnsnak bizonyul. Az ilyen alaki négyesvektorokat térszerii négyesvektoroknak

nevezzilk (hiszen id6szerti résziik nincs). A térszeriiség fogalma abszolit. Ugyeljiink
arra, hogy az idOszerliség fogalma viszont nem: ha egy négyesvektornak csak az
idOszerii része nemnulla, akkor egy masik inerciarendszerre attérve mar nemnulla
lesz a térszerili része is.

, . . . , . [ 0\ . [0
A térszert vektorok invariansak, ezért a harmas skalarszorzatuk, a ( q> és (q)

négyesvektorok
aq =q¢'q’ (32)

kombinaciéja is invarians. A négyesvektorok két abszolut szerkezetének pontosan ez
a két most megismert leképezést talaljuk: az idokiértékelést és a térszerii vektorok
haromdimenziés euklideszi szerkezetét.?*

Nézziink most ra a 4. szakaszban megismert (‘1,) négyessebesség-vektorra. En-
nek iddkiértékeltje 1, tehat a négyessebességek nem térszerti vektorok. Réadasul
nem is alkotnak vektorteret: az 0sszeadas is és a szammal szorzas is kivezet koziiliik
(az &altaldnos négyesvektorok halmazéba): mindkettd elrontja az idGszerti kompo-
nens 1 voltat. A négyessebességek tn. affin teret alkotnak: 6k maguk nem alkotnak

24 Méarmint a vektortér-tulajdonsdgokon, a vektorok dsszegén és szdmszorosan feliil.
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vektorteret, de kiilonbségeik igen. Mi tobb, kiilonbségeik iddszerti része nulla, igy
a kiillonbségeik térszeri vektorok. A négyessebességek halmaza tehdt egy harom-
dimenziés euklideszi affin teret alkot (ui. alulfekvé vektorteriik, azaz kiillonbségeik
halmaza a térszerti vektorok haromdimenzios euklideszi vektortere).?®

A szintén a 4. szakaszban megismert (Z) négyesgyorsulas-vektorrél mar ruti-
nosan allapithatjuk meg, hogy térszerii vektor. Ugyanigy térszerii vektor a (g)

négyeser6 vektor is.

Most elévehetjiik a NEwToNnak gondot okozo tomegvonzasi er6torvény kérdését.
Ha egy m tomegi tomegpont a ( i) -el kijelolt téridopontban, egy M tomegi pedig a

(;) _vel kijeldlt téridpontban jar, akkor utobbi az elébbire pillanatszertien, tehat
egyidejii médon hat a
Mm
"r—RP

(r—R) (33)

harmas, azaz

) l0-G)

r R

négyes erével, ahol | | a térszerl vektorok euklideszi hosszat jeldli, v pedig a gra-
vitacios allando. Lathatjuk tehat, hogy a pillanatszersi tavolhatashoz nincs sziikség
egy abszoliut térhez, csak egy olyan téridohoz, melyen van abszolut egyidejliség,
és (a tavolsdgfliggéshez) az egyidejii térid6pontokat 6sszekotd téridévektorokon egy
euklideszi szerkezet.

Ezzel a nemrelativisztikus téridé alapveté ismertetése befejez6dott. Az alabb ké-
vetkez6 két szakasz bizonyos tovabbi, technikaibb jellegii ismereteket foglal 6ssze. Az
e részletek irant most nem érdekl6dé Olvaso nyugodtan eltekinthet atolvasasuktol,
és attérhet az Utoszora.

7. A NEGYES MENNYISEGEK FO JELLEGZETESSEGEI

A nemrelativisztikus téridé idokiértékelése és térszerii euklideszi szerkezete a né-
gyesvektorok alaptulajdonsagait fejezik ki. A négyes kovektorok, négyestenzorok és
magasabb mennyiségek alapvetd jellemz6i a négyesvektorok tulajdonsigaibol kovet-
keznek, azokbdl szarmaztathatoak.

25Fz az iras az egyszerliség kedvéért a négyes téridévektorokat és a négyessebességeket egy
kalap ala veszi, és ugyantgy a térszerl téridévektorokat a négyessebességek kiilonbségeinek
vektorterével, pedig mindkét esetben fizikailag kiilonb6z6 dimenziéji mennyiségekrol van
sz6. A fizikai dimenzidk (a mértékegységek témakore), és a négyesvektorok (-tenzorok, stb.)
fizikai dimenzigjanak nyilvantartdsa MATOLCSI konyvében [7] van tisztességesen ismertetve.
Jelen irds ebbdl a szempontbdl is leegyszeriisit, de megnyugtatasul elmondhat6, hogy mind-
addig, amig kiilonb6z6 dimenzidji négyesvektorokat nem akarunk 6sszeadni, nem kévettlink
el hibat. Kiilonbo6z6 dimenziéji térszerii négyesvektorok skalarszorzatat példaul szabad ven-
ni — természetesen annak tudatiaban, hogy az eredmény annak megfelel6 dimenzidju lesz.
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A négyes kovektorokra e modon 6roklodo specialis szerkezet az a linedris leképe-
zés, mely egy kovektorhoz hozzarendeli a rola leolvashatd, GALILEI-invaridns térszeri
részét, mely egy térszeru vektorként értelmezhetd. A négyes kovektorok térszert ré-
sze [mely alatt a (ko k) négyes mennyiség k hérmas részét értjiik] ugyanis
(28) szerint nem transzformaldodik inerciarendszer-véltaskor. Ez az invaridns harmas
mennyiség négyes szemmel egy térszerli négyesvektor abszolut térszerti részeként fog-
hat6 fol. Ez a térszerti négyesvektor a négyes kovektorbol azzal a 0% négyestenzorral

készithetd el, melyre 0 =0, 0% =0, 0% =67 ,% vagyis matrixalakban
0 00O
0 0 0100
abl __ —
" =1o1)= {0010 (35)
0 0 01

Hogy valéban négyestenzorrdl van szé, az (22) alapjén ellenérizheté. A k, kovektor
abszoltt térszerti részét tehdt ok, alakban olvashatjuk le, az eredmény térszerti né-
gyesvektorként van értelmezve [azaz nem mint k, hanem mint a négyes szemszoghoz
és kivdnalmakhoz igazitott (0 k)]. *7

A négyes kovektorokra mint négyesvektorokon haté linearis leképezésekre, azaz fiiggvényekre
gondolva, ¢® valdjaban nem mds, mint e fiiggvények megszoritdsa értelmezési tartomanyuk
egy részére: megszoritasuk az altalanos négyesvektorok halmazarol a térszerli négyesvektorok
halmazéara. E megszoritasok tehat a térszeri vektorok kovektoraiva teszi négyes kovektorain-
kat. A térszerli vektorok kovektorai pedig a hdrmas euklideszi szerkezet révén azonositédnak
a térszerl vektorokkal. A megszoritds tehat négyes szemmel nézve térszerii négyesvektorokat
készit a négyes kovektorokbol.

0

Késébbi felhasznéldsok szaméra érdemes a 0 = 0, ¢% = 0 tulajdonsiagokat a

7,00 =0, 0 =0 (36)

tulajdonsagok formajaban is megfogalmazni.

A négyes kovektorok idoszer része ellenben nem abszolit. Kivétel ez aldl csak
az id6szert négyes kovektoroknal 1ép fol: azoknal a specialis kovektoroknal, melyek
térszerfi része nulla [vagyis a (ko 0) alaku kovektorokndl]. Az id8szerti kovek-
torok iddszerii része GALILEI-invaridns, azaz abszolut, és igy az idoszerli kovektorok
abszolut mennyiségek. Idszerii kovektorra lattunk is az imént egy nevezetes példat:
a 7, idokiértékelést. Mi tobb, felismerhetjiik, hogy az idoszeri kovektorok mind 7,
skalarszorosai (kg-szorosai).

26itt 0% az in. KRONECKER-delta mennyiség, mely i = j esetén 1, i # j esetén 0 értéket
vesz fel, azaz tulajdonképpen az egységmatrix komponenseit jeloli. Az 4, j hdrmas indexek
esetén nincs jelentésége, hogy felsé vagy alsé indexként (vektor- vagy kovektor-indexként)
vannak-e irva, mert a harmas vektorok és kovektorok a harmas euklideszi szerkezet révén
azonositva vannak (v.6. 18. 1dbjegyzet).

27 Természetesen tekinthetjiik az eredményt egyszeriien k-nak is. Csak mivel érdemes elsajéti-
tanunk a négyes szemléletet, és tartanunk a négyes képletek logikdjat, ezért ajanlott a vele
ekvivalens, és a négyes felfogdshoz illeszkedé (0 k) alakot tekinteni. Ez egy kis absztrak-
ciét jelent, de hat gondoljunk az autévezeté-tanfolyam példdjara: busdsan meg fog tériilni
a négyes szemléletmod.
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Az az érdekes tény dertilt ki tehat, hogy egy GaLIiLEI-skalar mindig egyben egy
GAaLILEI-kovektor is, marmint abban az értelemben, hogy ha f GaLiLEI-skalar, ak-
kor fr, GavriLEI-kovektor, melynek abszolit idészerti része maga az f skalar. Ha
tehéat taladlkozunk egy mennyiséggel, amely GALILEI-skalarnak bizonyul, ettél még
nemcsak skalarként, hanem egy specialis kovektorként is reprezentalhatjuk. Ilyen
hatarozatlansidggal a tobbi négyes mennyiségek kapcsan is talalkozni fogunk: skalar
és kotenzor kozott, vektor és kotenzor kozott, stb.

Ezeknek a hatarozatlansigoknak az oka az, hogy a négyes GALILEI-mennyiségek transzforma-
ciés szabélyai a V? 4ttérési sebességkomponenseket azok polinomjai formajaban tartalmazzak
— 1d. (22)-(28). Egy mennyiség transzformdcios képlete magasabb és alacsonyabb foki poli-
nomokat is tartalmaz, és olyan specialis esetben, amikor a magasabbfoku polinomok egytitt-
hatéja nulla, a magasabbrendii mennyiség egy alacsonyabb rendiivel keriilhet ekvivalencidba.
Specidlis relativisztikusan a transzformdciés képletek /1 — V2/¢? hatvényait is tartalmazzdk,
és e gyOkos kifejezés hatvanykitev6jébdl egyértelmiien kideriil, hogy skalarrél, vektorrél vagy
hanyadrend{i tenzorrdl van szé. (Kovektor és vektor kozott ott nincs megkiilénboztetés, mert
a relativisztikus pszeudoeuklideszi szerkezet azonositdst ad kozottiik.)

Memorizalas céljabol érdemes megallapitani tehat, hogy négyes kovektorokra a tér-
és idoszertiség tulajdonsagai pont forditva vannak, mint a négyesvektoroknal: a né-
gyesvektorokndl az idGszerti rész abszolut és a térszerii rész nem, abszolut viszont a
térszerii vektor fogalma — a kovektoroknal ellenben a térszerii rész abszolut és az
id6szertt nem, viszont abszolut az idészerii kovektor fogalma. Ez az atellenes helyzet
a tenzorokra-kotenzorokra is 6roklodik, mint azt hamarosan latni fogjuk.

Attérve a mésodrendii tenzorokfajtakra, a (26)-ban mar latott

TOO TOl T02 T03
700 705 10 11 12 13
{Tab} = ; ] = T2 T21 T22 T2 (37)
Ti0 i 720 T2 7?2 723
T30 T31 T32 T33

tipusi matrixreprezentacioval is szemléltetve, példdul a T tenzor idé-idészerti ré-
szének T0-t, tér-idészerti részének a T harmast, idé-térszerti részének a 7% har-
mast, tér-térszeri részének pedig a T blokkot nevezziik:

id6-1ddsz.  1idO-térsz.
(38)

tér-idosz.  tér-térsz.

Konkrétan a T tenzorok (a kontra-kontravarians tipus) esetén (22) alapjan az
deriil ki, hogy id6-idészerti résziik abszolut. Az idé-idSszerti rész a 7,7 T = T
modon olvashaté le abszolit eszkozokkel. A harom masik rész nem abszolut, és igy
abszoltt eszkozokkel nem olvashat6 le.?®

Abszolutak viszont a tér-térszerii tenzorok, azaz azok a specialis esetek, ame-
lyeknek ido-id6szerti, tér-idészerti, és ido-térszeri részei mind nulldk, vagyis

T =0, 7,T*=0. (39)

28 Leolvashaté a valasztott inerciarendszeriink négyessebességének segitségével, ez a technikai
részlet azonban itt nem keriil bemutatasra.
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A Cy, kotenzorokndl pont forditva all a helyzet — ahogy az a vektorok és ko-
vektorok kozott is tortént. A tér-térszerii rész az abszolit, ez a 0o ®Cy, modon
olvashat¢ le, mely az eredményt tér-térszerii négyestenzorként értelmezi. Ez lathato-
an annak a tenzori (kotenzori) megfeleléje, ahogyan a kovektorok abszolit térszerti
részét olvastuk le.

A 0%0%C,;, kombindciéra 7.t hattatva nulldt kapunk [Id. (36)], illetve 74-t hattatva ra
szintén [ismét (36) révén]. Akkor pedig a (39) szitudciéval dllunk szemben.

A kotenzorok harom maésik része viszont nem abszolut. Abszolutak ellenben az id6-
id6szerti kotenzorok, tehat amelyeknek Cjy, Co; és Cj; részei nulldk. Azaz, négyes
leképezésekkel kifejezve, amelyekre

0“Copy=0,  0%C,=0. (40)

Az id6-idOszerl kotenzorok skalarként transzformalédnak, tehat ahhoz hasonlo-
an, hogy az idoszerli kovektorok ekvivalensek egy GarLiLEI-skalarral, az idé-idészerti
kotenzorok is ilyenek. (Es igy egyben egy id6szerii kovektorral is ekvivalensek.) To-
vabbé, szintén ahhoz hasonlbéan, hogy az idoszerii kotenzorok f7, alaktak, az ido-
idoszert kotenzorok f7,7, alakiinak bizonyulnak.

Az L%, vegyes tenzorok esetén a (24) transzforméacios képletek haszndlhatok an-
nak megallapitdsara, hogy ezeknek az id6-térszerti résziik, L°;, négyes kifejezésmod-
dal 7,0% L%, abszolit. Viszont abszolitak a tér-iddszerfi [1,L% = 0 és o*L%, = 0
tulajdonséagi] specidlis esetek.

Az N,* mésik fajta vegyes tenzoroknak a (25) transzforméacios képletek alapjan
a NV tér-idészerti résziik (azaz o°*1,N,’) abszolit. Abszolitak ellenben az id6-
térszertiek [0 N> = 0, 7,N,> =0].

8. FUGGVENYEK, DERIVALAS, INTEGRALAS

Ebben a szakaszban az éllitasok jo részét mar nem fogjuk bizonyitani, csak
sbizonygatni” (szemléltetni).

A csak idétél fiiggd fliggvények abszolutak (mert az idé abszolit) — de persze
csak ha fiiggvényértékeik valamelyik szabvanyos négyes mennyiségtipusba tartoznak
(négyes-skaldr, négyesvektor, négyes kovektor, stb.). Egy t — f(t) skalar?® értékii
fiiggvény % f derivaltja abszolut, és egy skalar értéki fliggvény lesz. Egy t — s%(t)
négyesvektor értéki fliggvény derivaltja négyesvektor értéki fiiggvény lesz; és igy
tovabb.

A csak térvaltozotol fiiggo fliggvények nem abszolitak: r valtozéjuk egy K — K’
inerciarendszer-valtasra r = r'+Vt' miatt K'-szemmel id6fiiggést is tartalmaz. Nincs
tehat abszolut értelme példaul helyfliggé erdmezonek, potencialnak és ilyeneknek:
ezek csak egyetlen bizonyos inerciarendszer szerint nézve lehetnek tisztan helyfiig-
goek.

A téridéfiiggé fiiggvények (més ismert neveiken: mezdk, lokalis mezok) abszolu-

29 marmint négyes-skaldr, GALILEI-skalar
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tak — de természetesen szintén csak akkor, ha fiiggvényértékeik valamelyik GALILEI-
szabvanyos mennyiségtipusba tartoznak. Egy f skalar értéki fiiggvény négyes de-
rivéltja a d,f négyes kovektor értékii fliggvény. (A négyes derivaltat nevezhetnénk
négyes gradiensnek is, de ez részben félrevezetd, hiszen nulladik komponense idéde-
rivalt jellegii, a gradiens sz pedig térderivalt jelentést szokott felidézni.)

A 0%, f kombinécié métrixalakban

{o™0,f} = (a?f> (41)

alaki, azaz ez a kombinacio egy abszolut térszerii négyesvektor értéki fliggvény.

Ez négyes szamitassal a (31) tulajdonsig, 7,0°*0,f = 0 ellendrzésével mutathaté meg, mely
(36) miatt valoban teljesiil.

Ezért egy skalarmez6 harmas formalizmusban megszokott térderivaltja, azaz harmas
gradiense négyes szemmel is egy abszolit mennyiség. Hasonléan mutathatéo meg,
hogy minden més négyes mennyiség (értéki fiiggvény) szdmara is abszolit a harmas
gradiens, mégpedig egy térszerii négyesvektorként jelentkezik.

A 9y 1d6 szerinti parcidlis derivalt ellenben nem abszolit! Ez els6 pillantasra
megleponek tiinhet, hiszen az id6 abszolut, és a csak idotdl fiiggvo fiiggvények ido-
derivéltja is abszolit. Azonban térid6fiiggs fiiggvények esetén dp f ugyebéar 0p f]. -et
jelent, azaz alland6 r mellett vett derivaltat, és r nem abszolut. Ami az egyik iner-
ciarendszernek egy éallandé r (egy dllandé térpont), az egy méasiknak egy id6fliggd
valami (egy folyamat), nem abszolut tehat az ,allandé hely mellett vett derivalt”.

Egy s* négyesvektor értéki téridé-fiiggvény négyes derivaltja 0ys®, a forditott
mdexsorrend azt tukroz1 hogy linedris leképezésként szemlélve a derivaltat, igazabol

a saab, azaz s o@b sorrend adodik, ahol o a diadikus vagy tenzorszorzat jele, a felso

balranyillal pedig azt jeloltiik, hogy a derivalas a téle balra esd fiiggvényre hat.3°

Mint azt az imént emlitettiik, egy — téridon értelmezett — ¢ térszert négyes-
vektor értékii fiiggvény harmas gradiense [a 0%9,q® négyes értelemben] négyesen
abszolit, és a derivdldshoz kot6dé (c¢) indexében térszerii. ¢* térszerii volta révén
pedig a masik (a) indexében is térszerii, tehat egy tér-térszerii négyestenzormezd.
Maétrixalakban

[ (8)} = {00} = (0 ajoq) (42)

Térszerti vektormezokre tehat a megszokott harmas térderivalt négyes szemmel ab-
szolut mennyiség. Ezért a harmas divergencia és a rotaci6 is az. Hangsulyozandé
azonban, hogy ez csak térszerti négyesvektor esetén teljestil — ha taldlkozunk egy ha-
gyomanyos harmasvektor értéki mezével, nem feltétleniil lesz a térderivéltja (és di-
vergencidja, rotacidja) abszolut: transzformécios tulajdonsdgat megvizsgalva ellen-
orizniink kell, hogy e harmas mennyiség négyes szempontbdl térszerii négyesvektor-e.

30Ttt annak a levét isszuk, hogy matematikédban kialakult hagyomdnyos konvencié egy fiigg-

vény derivdldsdnak jelét a fliggvény bal oldalara irja, pedig a derivalas tartalmi lényegét a
fliggvény jobb oldalara iras abrazolnd jobban.
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Egy kontinuum aramlasat leird v sebességmezo esetén specidlis szerencsénk van.
A harmassebesség négyes megfeleléje ugyanis a (8) négyesvektor, mely nem térszert.
Olyan specidlis négyesvektor azonban, hogy két ilyen kiilonbsége mar térszerti né-
gyesvektor.3! A derivéalds pedig definicié szerint a kiilonbségekkel kapcsolatos. Ennek
a szerencsének a folytdan a négyessebességmezd térderivaltja (és igy divergencidja,
rotacidja) abszolitnak bizonyul.

Ha van egy sebességmezoénk, akkor értelmezhetd egy tetszoleges mezonek e se-
bességmez0 szerint vett szubsztancialis derivaltja. Egy f skaldarmezore ez v®d, f, méas
tenzori mennyiségekre pedig az ennek megfelel6 kombinacié. A szubsztancidlis deri-
valt abszolit (egy négyes kovektornak mint linearis leképezésnek egy négyesvektorra
vett hatdsérol van itt sz6).

Par szot ejtve végiil az integraldsrol: a pusztan idofliggd skalarfiggvények ido
szerinti integralja abszolut. A téridén értelmezett skalarfiiggvények téridé-integralja
szintén abszolit. Ez utébbi a GALILE-invariansnak bizonyuldé dtdzdydz =
= drPdrldr2dr® négyes térfogatelem (téridéfogat-elem) — precizebben fogalmazva:
a téridon természetes modon bevezethetd integralasi mérték — miatt van igy.

A téridon értelmezett skalarfiiggvények (skaldrmezok) egy adott iddpillanatban
vett térintegrélja is abszolit, a drdydz = dr'dr?dr® hiarmas térfogatelem (jobban
mondva: a megfelel§ integralasi mérték) GALILEI-invariancidja miatt.

Ha skalarmez6 helyett négyesvektor, négyes kovektor, négyestenzor stb. érté-
ki mezot tekintiink, akkor azok térido-, illetve adott idépontbeli térintegraljat a
tipusuknak megfelel6 transzformacioval kell inerciarendszer-valtaskor atvaltani.

9. UT6820

A nemrelativisztikus téridonek szamos tovabbi fizikailag fontos aspektusa van,
amelyek ismertetésére itt nem kertilt sor. Ezek koziil talan a legfontosabb a vonatkoz-
tatasi rendszerek (mas elnevezésekkel: megfigyelok, megfigyelé-mezok) targyalasa:
inercidlis, egyenletesen gyorsuld, egyenletesen forgd, merevtestszerii/tavolsagtarto,
és altaldnos (amilyen az — altaldban deformalédé — kontinuumdaramlasokhoz ren-
delheté hozzd). E tovdbbi témédk attekintése azonban mér meghaladja ennek az
frasnak a kereteit. Az érdekéd6 Olvasé Marorcst [7] konyvében taldlja meg ezek be-
mutatdasat — bar nem az itt alkalmazott, hanem a vonatkoztatasirendszer-mentes
leirasban. Ugyanott lehet utananézni minden olyan aspektusnak is, amely az itt
nyujtott targyalasmodboél nem deriilt ki elegendden vildgosan.

KOSZONETMONDAS

A szerz6 koszonetet mond GOHER ATTILANAK és VAN PETERNEK értékes észre-
vételeikért és javaslataikért.

311d. a 27. oldalon elmondottakat is.
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