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GALILEI-RELATIVISZTIKUS FOLYADEKMECHANIKA
VAN p.1:2:3

KivoNAT. Az egykomponenst Galilei-relativisztikus disszipativ folyadékokat vo-
natkoztatasi rendszertdl fliggetleniil targyaljuk. Megadjuk az alapmennyiségeket,
ezek meérlegeit, a termodinamikai Gsszefliggéseket és kiszamoljuk az entropiapro-
dukciét.

A szokésos alapmennyiségek, tomeg, lendiilet, energia, haram, nyoméstenzor
és difftziés aramstirtiség a harmadrendt tomeg-lendiilet-energia tenzornak egy se-
bességmezd szerinti id6- és térszerti komponensei. Levezetjiik az alapmennyiségek
és mérlegek transzformacids szabéalyait és bebizonyitjuk, hogy a nemegyensilyi
termodinamikai keretelmélet, azaz a Gibbs-relacio, az extenzivitasi feltétel és az
entropiaprodukcio is abszolut, azaz fiiggetlen a vonatkoztatasi rendszertdl és a fo-
lyadék sebességétsl. A relativ kontinuitasi-Fourier-Navier-Stokes-féle egyenletek
hagyomanyos forméajat akkor kaphatjuk meg ha a kozeg sebességmezGjét termo-
dinamikailag régzitjiik.

Az elmélet egyik kovetkezménye, hogy a bels energia, a kinetikus energia és
a teljes energia kozti kapcsolat az az energiara vonatkozé Galilei-transzformécios
szabély.

1. BEVEZETES

A kis sebességii fizikai folyamatokra vonatkozo tapasztalataink lefrasara kiala-
kult az abszolut, mozgastol fiiggetleniill mulé id§ fogalma. A tér azonban ekkor
is relativ, kiillonbozik az egyes megfigyel6k szaméra. A nemrelativisztikus téridé
Galilei-relativisztikus. A nagy sebességli mozgésok és a fizika mezGelméletei alapjan
ismert (specilis) relativisztikus térids fogalmai segitségével az abszolut id6t és re-
lativ teret tartalmazo klasszikus téridének is adhatunk pontos matematikai modellt
[1,2,3,4,5,6,7,8].

Noha a mindennapi tapasztalataink korében latszolag magabiztosan mozgunk, egy
ilyen térid6-modell ma mar elengedhetetleniil fontos az elvi kérdések pontos meg-
fogalmazasa és atlatéasa érdekében. Gondoljunk csak arra, hogy a klasszikus térfo-
galom fejlédése folyamén is a matematikai eszkézoknek a valodi fizikai tartalomhoz
torténd igazitdsa milyen elényokkel jart. Példaul a koordinatazas kikiiszobolése és az
absztraktabb, valos szamharmasok helyett vektorterekre alapozott jelolésmod lénye-
gesen megkonnyitette a klasszikus térelméletek elvi kérdéseinek atgondolasat. Ma
maér a koordinatamentes jelolés és az erre alapozott szdmitasi modszerek altalanosan
elterjedtek a mérnoki gyakorlatban is.

Ebben a munkaban az egykomponenst folyadékok példajan amellett érveliink,
hogy az id6t is érdemes bevonnunk egy hasonlo leirdsba. Egy téridé-modell fogal-
maival ilyen médon a koordinatézashoz hasonléan kikiiszobdlhetd a vonatkoztatési
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rendszer a folyadékok leirasabol. Igy a legmegszokottabb Gsszefiiggéseink atlathatob-
bak, vilagosabbak, szebbek és legf6képpen &altalanosithatobbak, ezaltal végss soron
alkalmazhatobbak lesznek.

A Galilei-relativisztikus téridG legfontosabb sajatosséga, hogy az idé abszolut,
azaz fliggetleniil telik a kiilonféle megfigyel6k szamara. Az abszolit jelzét a tovab-
biakban pontosan ilyen értelemben, a vonatkoztatasi rendszertsl valo fiiggetlenség
jelzésére fogjuk hasznalni; keriiljiik viszont a hasonlo jelentést, de az irodalomban
tobbféle értelemben hasznélt objektiv vagy kovarians jelzéket.

Régota ismeretes, hogy tér és az id6 nem vektortér, hanem val6jaban affin tér,
hiszen nincs kitiintetett kozéppontja [1, 3, 4]. A mi targyalasunkban ez most nem
fontos, ezért barmily kézenfekvd is a megfelels altalanositéds, ebben a munkaban
lényegében csak vektorterek fordulnak els, a Galilei-relativisztikus téridé egy egy-
szeriisitett modelljét hasznaljuk. Az A fiiggelékben adjuk meg pontosabban, hogy
milyen értelemben. Hasonl6an nem foglalkozunk a mértékegységek megfelelé mate-
matikai reprezentaciojaval, barmennyire is érdekes ez gyakorlati és elvi szempontbol
is [9, 10, 11].

A kozéppontmentesség, illetve a mértékegységek elégtelen matematikai reprezen-
tacivja mellett megszokott téridé képiinkben van egy masik probléma, amely elsé
pillantéasra az elbbiektdl is egyszertibbnek és kevésbé fontosnak ttinhet: az abszo-
lit 1dd nem részhalmaza a négydimenzios Galilei-relativisztikus téridének. Idének
és térnek nincs bezart szoge, de azt R*-ként, vagy méas modon euklidészi terek
Descartes-szorzataként reprezentalva ohatatlanul megfigyel6tdl fliggs lesz a leira-
sunk. Az id6 megfelels reprezentécidjanak nagyon lényeges kovetkezményei vannak.
Egyik legfontosabb, hogy nemrelativisztikus fizikai elméletekben térids vektorok és
kovektorok kozott nincs kitlintetett megfeleltetés. Ebben a tekintetben a Galilei-
relativisztikus téridé nem hatéresete bonyolultabb a matematikidju specidlis vagy
altalanos relativitaselméletnek, az objektiv fizikai mennyiségek kezelése kiilonbozik
a relativisztikus szamitasokban megszokottol, a relativisztikus szamitdsokban jara-
tosak szamaéra is odafigyelést igényel. Példaul masodrendii tenzornak és kotenzornak
nincs nyoma (spurja). Ezért térid6kovektornak nincs abszolut divergencidja és tér-
id6vektornak nincs abszolut rotacioja. Ugyancsak ennek a kovetkezménye, hogy
vektorok és kovektorok nem ugyanigy transzformal6dnak, vagyis egyik megfigyels
relativ mennyiségeit atszamolva a masik megfigyel6 mennyiségeire mas a szabaly. A
harmadik 1ényeges dolog, ahol a Galilei-relativisztikus téridé kiillonbozik a speciélis
relativisztikustol, az, hogy nemcsak a téridémennyiségek abszolutak, hanem tipus-
tol fiiggGen azok bizonyos részei is. Vektor iddszerti komponense, kovektor térszeri
komponense abszolt.

Szamos olyan probléma jelentkezik a nemrelativisztikus fizikaban, amely a téridé
pontatlan modellje miatt 1ép fel.

(1) Egyik legfontosabb és nagyon sokrétden vitatott az ugy nevezett anyagi ob-
jektivitas elve. Az elv fizikailag magatol értetddé allitast fogalmaz meg, azt
mondja ki, hogy az anyag fliggetlen a megfigyel6tsl és ezért az anyagot leird
fizikai mennyiségek, vonatkozé mozgasegyenletek és anyagtorvények is azok
kell legyenek. Nemrelativisztikusan, az abszolit id§ miatt, adltalaban csak a
harmasvektorként reprezentalhaté mennyiségekre vonatkozé transzformécios
invarianciaként adjak meg az elv matematikai megfogalmazasait. Koénnyen
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lathato, hogy kontinuumok esetén az inerciarendszerekre alapozott Galilei-
transzforméaciora invarians formak megkovetelésétél tobb kell, ezért az elv
legelfogadottabb, Noll-t6l szdrmazé megfogalmazasa a forgasinvarianciat is
megkoveteli [12, 13, 14, 15, 16]. Mind a megfogalmazas, mind maga az elv
nagyon kiterjedt vitat gerjeszt méig is a kontinuumfizika alapjai irant érdek-
16d6k korében. A legfontosabbnak tiing munkak a teljesség igénye nélkiil:
[17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,
38, 39, 40, 41, 42].

A Galilei-relativisztikus térid6-modell segitségével megmutathato, hogy
egyrészt a formalis invariancia (forgd megfigyeld szogsebességétsl valo flig-
getlenség) nem megfelel§ kovetelmény, s6t a vonatkoztatasi rendszertsl vald
fliggetlenség megkovetelheti, hogy a transzformacios szabalyok tartalmazzak
a relativ mozgas jellemzdit [43|. Ez a Galilei-transzformacio esetén elég nyil-
vanvalo, mint latni is fogjuk. Raadésul térid6 szempontbodl a Noll-féle anyagi
objektivitas definicié 6nellentmondéasos [44].

A kontinuummechanikai alapmennyiségektdl szintén elvarhat6 a vonatkozta-
tasi rendszertdl fiiggetlenség. Példaul a véges rugalmas deformacio végtelen
sok Noll értelemben objektiv mértéke helyett a téridé modell egyértelmitien
kitiintet egyetlen természetes deformaciofogalmat [45, 46, 47|, amely maés
szempontokbol is megkiilonboztetett [48, 49, 50, 51, 52|.

Egy maésik problémakor a folyadékok lefrasanak alapmennyiségére, a fo-
lyadék sebességére vonatkozik. Brenner szerint a kontinuitasi egyenletben
és a lendiiletmérlegben el6fordulo sebességek nem nyilvanvaloan ugyanazok
[53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62|. Ez a kérdés analdg a relativisztikus
elméletekben felmeriils aramlasvalasztas kérdésével [63]. Vagyis tudjuk-e
hogy mi tulajdonképpen a folyadék sebessége? Mi mozog a folyadékban, a
tomege, lendiilete vagy energiaja? Van valasztasunk ennek kijel6lésében?
Mivel az Osszes szokasos egyenletben relativ sebességek fordulnak els, ezért
ennek a kérdésnek megvalaszolasdhoz a téridéviszonyok pontos atgondolasa
is sziikséges.

Egy masik, természetesen felvet6ds szempont a relativisztikus disszipativ
folyadékok elméletével vald konzisztencia. Ennek kapcsan talan a legszem-
bettingbb eltérés a relativisztikus és nemrelativisztikus elmélet kozott, hogy
relativisztikusan az energia-impulzus tenzor kovarians (azaz abszolut) és en-
nek természetes része az energia, transzformécios tulajdonsagai pedig eb-
b6l kovetkeznek. Mi lehet az ennek megfelel§ fizikai mennyiség Galilei-
relativisztikusan? A kinetikus energia a relativ sebességgel kifejezve nyil-
vanvaloan nem abszolit mennyiség. De ha nem az, akkor meghatarozott
modon kell véltozzon vonatkoztatasi rendszer valtédsakor. Tulajdonképpen
hogyan transzformélédik az energia?

Természetesen a statisztikus leirdsokkal, pontosabban a kinetikus gézelmé-
lettel valo konzisztencia is 1ényeges. Hiszen onnan kiindulva a téridé beagya-
zottsag meghatarozhato, legalabbis bizonyos transzforméacios szabalyokra ko-
vetkeztethetiink [64, 65]. Masrészt pedig a kontinuum alapmezének és az
ezekre vonatkozo mozgéasegyenleteknek a szarmaztatasi modja (Chapman-
Enskog vagy momentum-sorfejtéssel) a termodinamikai mennyiségekre vo-
natkozoan is informativ, példaul az energia a nyomaéssal szoros kapcsolatban
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hatarozodik meg. Ugyanakkor érdekes moédon maganak a kinetikus elmé-
letnek az objektivitdsa (azaz abszolut volta) is kérdésessé valt az elégtelen
téridé modell hasznalata miatt [65].

(6) Kérdés még a kontinuumok esetén lokalis egyensulyként értelmezett termo-
dinamikai hattér relativ vagy abszolut volta is. Relativisztikusan a mozgo
testek termodinamikai leirdsatol, beleértve elsGsorban a Gibbs-relaciot, alap-
vetGen elvarjuk a kovarianciat, és ez egy lényeges kérdés mar speciélis rela-
tivitaselmélet kezdetei ota (lasd pl. [66]). Erdekes moédon nemrelativiszti-
kusan ez csak ritkdn meril fel [67], pedig a lokalis egyensuly csak lokalis
homogenitést jelent. A termodinamikai mennyiségek Galilei-kovarianciaja
(azaz abszolut volta) egyaltalan nem nyilvanvalo, gondoljunk az el6z6 pont-
ban emlegetett energidra. Ezért az egész Gibbs-relacié Galilei-kovarianciaja
sem az. Ugyanide tartozik a disszipacio, illetve a termel6dé hé abszolat volta
is: fiigghetnek ezek attol, hogy milyen vonatkoztatési rendszerbdl nézem?

(7) Végiil pedig fontos megemliteni, hogy egy téridé modell szamos elvi kér-
dést egyszerd és egyértelmi modon elrendez, ezaltal olyan alapokat nyujt
az altaldnositdsokhoz, amely szamos tévutat elkeriilhetévé tesz a gondol-
kozasunkban. Ilyen példaul az inerciarendszerek kiemelt szerepe. A Galilei-
relativisztikus, azaz a nemrelativisztikus téridé modell keretei k6zott az iner-
ciarendszerek és altalaban a vonatkoztatasi rendszerek mésodlagos, szarmaz-
tatott fogalmak, amelyekre altalanos kérdések esetén nem alapozhatunk, el-
lentétben a kozhiedelemmel [68, 69].

A tovébbiakban az egykomponensti Galilei-relativisztikus folyadékok abszolut
alapmezGit, a rajuk vonatkozo meérlegeket, termodinamikai Osszefiiggéseket és vé-
giil az entropiaprodukciot szamoljuk ki. Ezzel parhuzamosan a relativ, szokasos
targyalast is beillesztjiik a gondolatmenetbe, parhuzamosan megadva a megfelels
transzforméacios szabalyokat és a pontos feltételeket is, amelyekkel az abszolat egyen-
letekbdl a relativ kontinuitas-Navier—Stokes-Fourier-egyenletrendszer megkaphato.

Ebben az irdasban egy sajatos absztrakt indexes formalizmust hasznalunk [70],
amely remélhetGleg elégé attekinthetd és rugalmas ahhoz, hogy egyszertien megért-
silk a folyadékmechanika mennyiségeinek vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen ér-
telmét, illetve az abszolut térid6 tenzorokkal szamitasokat végezziink. Héromféle
indexet vezetiink be. A Galilei-relativisztikus téridé négyesvektorait és négyesten-
zorait fels6 a, b, ¢, ... indexekkel, a kovektorokat, kotenzorokat alsé a, b, c, ... indexek-
kel jeloljiik. Tovabbra is az abc elejérsl valasztva, de feliilvonassal @, b, ¢, .. modon,
térszert négyesvektori és négyeskovektori indexeket jeldliink. Fontos, hogy a Galilei-
relativisztikus téridé modellben az a, b, ¢, ... indexek felsé vagy alsé helyzete rogzitett,
mert téridévektoroknak nincs hossza, ezért nincs megfigyel6tdl fiiggetlen azonositéas
a vektorok és kovektorok kozott. Ezzel szemben a térszert @, b, ¢, ... indexek athe-
lyezhetSk alulrol feliilre és viszont, mert a térben van tévolsag (euklideszi forma). A
megszokott relativ (azaz anyagra és megfigyeldre egyarant vonatkozo) haromdimen-
zi6s vektorok és tenzorok indexeit megkiilonbdéztetetten i, k, [, .. jeloli; ezeket tetszés
szerint feliilre vagy alulra frhatjuk. Ilyen indexeket hasznalunk akkor, ha egy for-
muldban akar egyetlen ilyen relativ vektor (tipikusan a relativ sebesség) szerepel.
A téridémodellt, az alkalmazott szamitasi modot és jeldlésrendszert részletesen a
fiiggelékek tartalmazzak. A targyalas kezdettdl fogva alapoz a Galilei-relativisztikus
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téridé modell alapjait ismerteté A és a legfontosabb transzforméaciés szabalyokat
levezets B fliggelékek részletes ismeretére.

2. MERLEGEK ES TRANSZFORMACIOS SZABALYAIK

A kontinuumfizika alapvets mérlegeit a kozeg egyes fizikai mennyiségeinek exten-
zivitdsat kifejez6 téridg strtiségvektorok és strtiségtenzorok négyesdivergenciaival
fejezziik ki. Egy adott térid6tartoméanyban a fizikai mennyiség megvaltozasa a tar-
tomanyban torténd lokalis valtozasbol és a tartomany hataran torténd kidramlasbol
adodik Ossze. Ezt szokasosan a kozeg u® négyessebességmezije szerinti széthasi-
tott mennyiségekkel fejezziik ki. Tehéat egy megmaradd mennyiséget leir6 A® vek-
tormezének az u® sebességmezd szerinti id6- és térszerti komponenseivel kifejezett
A* = Au® + A% u-formajat hasznaljuk:

0, A" = DA + Adu® + 9,A" = D, A + AVau® + Vz A" = 0, (1)

ahol a téridgindex, a térszerd index. A = 7,A% és A® = 7% A® az A vektor id6- és
u-térszeri részei, illetve D, = u®0, és Vi = 0,20, a térid6 derivalas ido- és térszert
része, vagyis a relativ u-idéderivalt és az abszolut térderivalt (lasd A fiiggelék). (1)
az abszolut mérleg u-mennyiségekkel, az A® térids vektor és a 9, derivélas u-idGszert
és u-térszert részeivel, kifejezett formaja. Tehat a fenti (1) mérlegegyenlet abszolit,
mert nem hivatkozik megfigyel6re, s6t fiiggetlen a kozeg u® sebességmezdjétol is,
amelyet a felbontasara hasznaltunk.

A kontinuumok lokalis és szubsztancialis relativ mérlegeiben relativ sebesség sze-
repel, amely a kozeg u négyessebességmezijének és egy kiilsé inercialis megfigyeld
allando v’ négyessebességének a kiilonbsége. Mindig feltételezziik, hogy a kiilss
megfigyels inercialis, azaz u' allando. Az u' sebesség szerinti id6- és térszerti kom-
ponensekkel kapjuk a mérleg lokdlis formajat

Ba A" = Dy A+ ADu® + 9, A" = Dy A+ VA =0, (2)

mert u/* = alland6. Az abszolut (1) meérleg szubsztancidlis formajat ugy kapjuk,
hogy a kozeg u sebessége helyett a kozegnek a megfigyel6re vonatkozo v® = u® — u'®
relativ sebességét helyettesitjiik az egyenletbe:

0, A" = DA + ADu® + 0,A" = D, A + AVa0" + VA" = 0, (3)

mert u® = u® —u'* +u'* = v* +u'* és v = allando. Az id6 szerinti derivaltat lokalis
mérlegek esetén D, = 0;-vel, szubsztancialis mérlegeknél D, = d;-vel szokéas jeldlni,
ez utoébbira a feliilpontozéas is hasznalatos, mi is ezt alkalmazzuk, tehat D,A =
dA = A

Kiilon jelolésmoddal, a harmasindexek szokott i, j, k bettizésével megkiilonboztet-
jik azokat a formulékat, amelyek egy kiils6 megfigyelére vonatkoznak. Ezért a (2)
lokalis mérleg:

QA+ VA =0, (4)
illetve a szubsztancialis:

A+ AV 4 VAT = 0. (5)
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A kovektorok és vektorok transzformécios szabalyai szerint 0; = % — v'V;, illetve
A" = A"+ Av' (lasd B fiiggelék), igy jol lathato, hogy a fenti két mérleg transzfor-
macioés oldalrél nézve is ugyanaz.

Tehéat a mérlegek két relativ alakja, a szubsztancialis és a lokalis forma a kozeg
u® és egy megfigyels u/* sebességmezGje szerint széthasitott négyesderivalt és né-
gyesvektormezd kombinacioitol fligg. Fontos megjegyezniink, hogy a megfigyels se-
bességmezdje adott, a kdzegé meghatarozandoé, az erre vonatkozé differencialegyen-
leteket keressiik. Az abszolut leiras fiiggetlen bdrmilyen megfigyel6tsl. A szoka-
sos, inercialis megfigyel6kre érvényes Galilei-transzformécios szabalyok segitségével
objektivitasra, illetve vonatkoztatasi rendszer fiiggetlenségre csak fenntartasokkal
kovetkeztethetiink [41].

A fizikai informaciot az A® vektor, annak négyesdivergenciaja, valamint a kozeg
u® sebességmezGje tartalmazza. Nem mondtuk meg, és egyeldre nyitva hagyjuk
a kérdést, mi a fizikai értelme a kozeg sebességmezdjének. Latni fogjuk, hogy a
sebességmezdk értelmezéséhez termodinamikai megfontolasok elengedhetetlenek.

Miel6tt azonban erre ratérnénk tisztéaznunk kell, hogy milyen fizikai mennyisé-
gek jellemzik az egyszerd folyadékokat, azaz mi lehet a vonatkoztatési rendszertél
fiiggetlen, abszolit hattere az ismert relativ mennyiségeknek és mérlegeknek.

2.1. Hanyad rendi tenzor vagy kotenzor?. A relativisztikus folyadékelmé-
let alapjan kézenfekvs, hogy a fizikai mennyiségek nemcsak skalarok és négyes-
vektorok, hanem magasabb rendii tenzorok is lehetnek. Leginkabb egy energia-
vagy tomegimpulzus tenzor bevezetése latszik kézenfekvének. Kérdés, hogy Galilei-
relativisztikusan mi lehet az egykomponenst kozegeket jellemzé fizikai mennyiség?

A Galilei-relativisztikus téridé szigorubb feltételeket jelent, mint a specialis relati-
visztikus, mert a téridévektorok és kovektorok kozott csak a linearis szerkezet jelent
Osszekottetést. TéridSkovektormezének, kotenzormezének nem képezhetd divergen-
cidja és igy mérlege sem lehet alapvetd, illetve vegyes tenzoroknak nem tudjuk sem
a szimmetrikus, sem az antiszimmetrikus részét képezni.

Masrészt az ismert fizikai mennyiségeknek ismert transzformacios tulajdonségai
vannak. A vonatkoztatési rendszertsl fliggetlen, téridére alapozott targyalés esetén
a tér- és idGszerd komponensek transzformacios szabalyai kovetkeznek a téridén de-
finialt mennyiségek tulajdonsagaibol. Ezt az elméleti keretet kell 6sszehangolni a
tapasztalattal. Példaul tudjuk, hogy bizonyos fizikai mennyiségek a helyzethez ha-
sonléan Galilei-traszformélédnak. Azonban van egy masik, kézenfekvGen transzfor-
mécios szabalynak tekinthet& megszokott Osszefiiggésiink is. A teljes energia a belsé
és a kinetikus energia Osszege, tehat a kozeghez rogzitett vonatkoztatési rendszerbél
nézve az energia maga a belsé energia, ahhoz képest adott sebességgel mozogva pe-
dig kiegészit6dik a kinetikus energidval. Ezek szerint kontinuumokban az er teljes
energiastiriség és az e, bels6 energiastirtiség eltérd

er =ep+ gv2. (6)

Latszolag két egymashoz képest v relativ sebességgel mozgd vonatkoztatési rendszer
kozotti attérésrdl, azaz egy transzformacios szabalyrol van szo.

Ez alapjan koévetkeztethetiink arra, hogy milyen tipust fizikai mennyiség lehet
az energiastriség. A B fiiggelékben megadtuk, hogy egy transzformacios szabaly
két kiilonbo6z6 megfigyels, azaz négyessebességmezd altal idG- és térszert részekre
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bontott négyestenzorok komponenseinek viszonyat adja meg a relativ sebességek
segitségével. Kiszamoltuk tovabbé a téridé vektorok, kovektorok és a masodrendi
tenzorok transzformacios tulajdonsagait. Ez alapjan latjuk, hogy ilyen szabaly-
hoz legalabb masodrendi tenzor kell. Egy masodrendi kotenzornak az idé-idGszeri
komponense, egy masodrendii tenzornak pedig a tér-térszerti komponense transzfor-
malodik a sebességgel négyzetesen.

Masodrendi kotenzor-mezének Galilei-relativisztikusan nem képezhetjik a diver-
genciajat, de a kontinuumok alapegyenletei mérlegek, ezért az energia értékei lehet-
nek példaul egy M@ M* @ M* harmadrend vegyes tenzor idé-idGszert komponensei.

Egy tovabbi kévetelmény lehet a kinetikus elmélettel valo kompatibilitas is. A szo-
kasos nemrelativisztikus elméletben a bels6 energia egy masodrendi relativ tenzor-
nak, pontosabban az egyrészecske valoszintiségstrtiség fliggvény relativ sebességgel
képezett méasodik momentuméanak nyomaként adodik [65, 71]. A kinetikus elmé-
letben ezzel Osszefiiggésben, az idealis gz nyomasra vonatkozo allapotegyenletével
osszekotve kapjuk az energiat. Téridé szempontboél azonban mésodrendd tenzor nem
elegendd, hiszen az energiamérleghez az energia arama, azaz a kovetkezé momen-
tum, mint harmadrendd harmastenzor is kell. Ezt kivaloan mutatja a masodrendi
tenzoron alapulé Galilei-relativisztikus abszolit elmélet, ahol az energiamérleg flig-
getleniil léphet csak fel [72]. A kinetikus elmélet harmadik momentuméra tekintettel
pedig megsejthetjiik, hogy a fenomenologikus elméletben harmadrendi tenzor, azaz
M ® M ® M eleme az alapmennyiség. Ilyen értéki fiiggvény divergenciaja egyszerre
kell megadja a Galilei-relativisztikus kontinuumelmélet alapmérlegeit a tomegre, a
lendiiletre és az energiara vonatkozoan. A kovetkezs fejezetekben megmutatjuk,
hogy ennek az alapmennyiségnek a segitségével valoban kovetkezetes elméletet épit-
hetiink fel.

Meglepé modon elég hasonld eredményt kapunk akkor is, ha feltessziik, hogy
az elébb emlitett harmadrendd vegyes tenzor az alapmennyiség. Mindkét eset-
ben ugyanazok a transzformacios szabélyok és ugyanaz az entropiaprodukcié ado-
dik (hosszu szamolas utan). A kinetikus elmélet hagyomanyos energiafelfogasaval
torténd kompatibilitas azonban a harmadrendd tenzor vélasztasat tiinteti ki, ezért
a tovabbiakban ezt tekintjiikk a Galilei-relativisztikus kontinuumok abszolit fizikai
alapmennyiségének.

A teljes, kinetikus és belsd energia fenti, (6) egyenletben felirt viszonyat alapo-
sabban atgondolva ellenérizhets, hogy az a formula minden tovabbi nélkiil mégsem
lehet valodi transzformécios szabaly. Ugyanis egy harmadik vonatkoztatasi rend-
szert is figyelembe véve nem tranzitiv Osszefiiggés. Vagyis els6 pillantasra vonzonak
tind otletiink, hogy az energia valamely abszoltt mennyiség része, latszolag nem jo.
A tovabbiakban latni fogjuk, hogy ennek az oka, hogy (6) tulzottan leegyszertisiti a
valodi, relativ mennyiségekkel nehezen atgondolhatéd viszonyokat.

3. Az TOMEG-LENDULET-ENERGIA TENZOR ES TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Ezek utan tekintsiink egy Z%¢ : M — M®MVM tenzormezét, az egykomponensii
egyszeri anyag tomeg-lendiilet-energia tenzordat. Feltételezziik, hogy a tenzormezd
maésodik és harmadik rendjében szimmetrikus, ezt jelzi a V szimbo6lum az értékkészlet
jelolésében. A tovabbiakban ezt a Z%¢ = Z9 szimmetriat nem jeloljiik kiilon,
csak utalunk ré a fontos esetekben. Ez a tenzor a kozeg u® négyes sebessége altal
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széthasitott komponensekkel a kévetkezs altalanos u-formaba irhato:
Zabe _ beya g abe
_ (pubuc —I—pBuC —{—ubpa—{— eEE) ul + (jaubuc + PaBuc + pac,b + qa136> : (7)
ahol
e — 7 gabe (8)
2 — 78 Zde, 9)

Ez a két komponens a stirtiségek és az aramok tenzorai, azaz a 2% tomeg-lendiilet-
energiasiriség tenzor, illetve 2% a diffizid-nyomds-energiadramsiriség tenzor. T,
az idskiértékelés, 1% pedig a négyesvektorok u-térszerd részét képezs u-projekeio. A
tovabbi jelolések pedig:

—p = 1T = T, Z% a tomeg-lendiilet-energia tenzor tenzor idd-idé-
idGszert része, a siriség.
— p = wlr.2% = 7,7%7. 7% a témeg-lendiilet-energia tenzor id-ids-térszert

P

része, a lendiiletsiriség. A tenzor szimmetridja miatt ez megegyezik a p© =
762" 1d6-tér-idGszert résszel.

— e = 7brt 2 = 7,70 7w% 299 az, energiasiriség tenzor, a Z%% tenzor idg-tér-
térszerd része.

— j% = 1. 2% az (6n)diffizids dramsiriség, a Z® tenzor tér-ids-iddszertd
része. )

— P% = g%nb 1. 79 a nyomds, a Z®° tenzor tér-id6-térszerid része. A tenzor
szimmetriaja miatt ez egyenls P = 7% 1,m¢ Z%¢ vel.

— ¢% = W‘fiﬂbeﬂédeef az energiadramsiriség tenzor, a Z%®¢ tenzor tér-tér-
térszerd része.

Ezenkiviil, a megfelel6 tenzorok rendjét kettével redukalva, bevezetjiikk az ener-

glasiirtiséget és a hGaramsirtséget, a kinetikus elmélet definicidinak megfelelGen:

_l.a e
— e = 3€% az energiastriseg,
- q* = %q“bl—) a hddramsiriség.
Mindezek a mennyiségek csak a kozegre vonatkozo adatokat tartalmaznak, meg-
figyelére utalas nem szerepel benniik.

3.1. A idé6- és térszerii részek transzformacios szabalyai. Egy u'* négyes-
sebességii tehetetlenségi megfigyels szerint képzett id6- és térszerti komponensek
mar relativ mennyiségek, ezeknek az u® sebességgel képzett komponensekkel vald
kifejezését nevezziik az adott fizikai mennyiség transzformacios szabélyanak. A B
fiiggelékben megadtuk az elsé és masodrendii tenzorok transzformacios szabélyait,
amelyet gy kapunk, hogy a tenzorok u-forméjat az u’ sebesség szerint hasitjuk szét.
A tomeg-lendiilet-energia tenzor esetén is ugyanigy jarunk el.

Az w'-energiat az Z%¢ tenzor u-komponenseivel és a v® = u® — u/® relativ sebes-
séggel fejezziik ki; ez a folyadék sebessége a megfigyel6hoz képest. Ekkor az alabbi
transzforméacios szabalyok a megfigyels szerint széthasitott mennyiségeket adjak meg
a folyadék sajat maga altal széthasitott fizikai mennyiségeivel kifejezve.

A p strtiség Galilei-skalar:

p = TamyT. 2% = p. (10)



GALILEI-RELATIVISZTIKUS FOLYADEKMECHANIKA 9

A lendiiletstirtiiség a stirtiséggel abszoliut négyesvektort alkot, ennek megfelelGen
egy négyesvektor térszeri komponenseként transzformalodik:
p/E _ 71_/CEﬂ_Cch _ W/Ech(puduc + pciuc + udpé + ec?é) _ (5% . u/de) (pud _|_ch)
=p + po. (11)

Az (6n)diffuzios dramstiriség a lendiiletstriiséghez hasonléan a stirtséggel vett
négyesvektor térszeri komponenseként transzformalodik:

§ =3+ po. (12)

Az energiastirtség viszont nem Galilei-skalar:

P 5 ] . -
e/ _ ﬁﬂ_/bd,/rlc Zde _ ﬁ(é‘% _ u/de)((SC— u/c,]_e) (pudue +pdue + udpe + ede)

2 ¢ 2 e
_% b , b &, b€, bE) _ a, P .a
=5 (v +p v+ vpt e ) = e+ pav +2vav. (13)

A nyomastenzor transzformacioja:

Pl&l_; _ 7T_/(;Zﬂ_‘_/l_)e7_Czdec — (5% o ulaTd)((sbé o ulee) <pudue +pd_ue + udjé 4 PJé)
= P% 4 ph0® + j8b + ool (14)
Végiil a legbonyolultabb a héaramstirtiség transzforméacios szabalya:

0 e Ore - T
ra _ Zbe rabe _ Eﬂ_la 7_‘_/b W/Cdeef

q 9 ~ o a
5o _ B B _ o
— %( o — u'y) (6% — u’bre)(écf —u°1y) putu! + pPuf + ucp’ + eef) ul+

(j‘zueuf + Pyl 4 pifye + qjéf>

— ¢+ (e +pp” + ngé)va + PPy 4 jo—2, (15)

A hagyomanyos 3-as indexes jelolésekkel Osszefoglalva a transzformacios szaba-
lyokat:

p=p, (16)
pr=p +pv, (17)
i =g+ pv', (18)
e =e+pv' + g’UQ, (19)
Pt = Pk poio® 4 pFot ik, (20)
" =q + <e + ppv® + gv2> + Py, +ji%2, (21)

Az abszolut targyalasban két djszertd fizikai mennyiség bukkant fel. Az egyik a
tomeg nem konvektiv aramstirtisége, az (6n)difftzios aramnak nevezett j%. A maésik
a p” lendiiletstirtiség. Szerepiik részletesebb elemzéséhez fel kell irnunk a folyadék
abszolut és relativ mérlegeit.



10 VAN p.12:3

4. AZ EGY KOMPONENSU FOLYADEKOK ALAPMERLEGE ES KOMPONENSEI

A tomeg-lendiilet-energia tenzor divergenciajabol vezethetjiik le a hagyomanyosan
harom kiilon egyenletként jelentkezs alapmérlegek rendszerét. Az abszolut forma:

0u 2 = By (27U + 27°) = 57 4 270 4 9,27
= (pu’ + pi® + pO)ub + (pil® + pP)us + pPac + ptud +
<pubuC + pPut + ulp® + ega> Oau® + ubu0, 5% 4 juc0u’ + " ulO,uc+
PP0,u¢ + u0, P + P ,u’ 4 uP0, P™ + 0,q™ = 0. (22)

Emlékeztetiink, a feliilpontozas az u-iddderivaltat jeloli: u®d,( ) = Dyu( ) = (). A
(22) tomeg-lendiilet-energiamérleg idGszerd része a tomeg-lendiiletmérleg:

7.0, 2% = pub + pub + pE + (pul + pl_’)@au“ + 10,5 + j20.ub + 0,P™ = (. (23)
A tomeg-lendiiletmérleg idGszerd része pedig a tomegmérleg:
15700 2% = p 4 pOu® + 0,7 = 0, (24)
illetve u-térszerd része a lendiiletmérleg:
7l 7.0,2% = pilb + ¥ + pPOu® + j70.u’ + 0,P™ = (. (25)
Az energia mérlege a tomeg-lendiilet-energiamérleg u-tér-térszerd része, illetve
annak nyoma:

O 7 - Otz [ 7~ n z . - - -
gﬂbdﬂ_ceaazade _ % <-bc + ebcaaua +pbuc _I_pcub + Pabaauc + Pacaaub +aaqabc>

= ¢+ edyu® + pliy + P%ou’ + 0,4" = 0. (26)
Az u® sebességl kozeg u-széthasitott formaju (24), (25) és (26) mérlegeiben az

u'* inercialis megfigyelS kozeghez képesti v = u® — u/® relativ sebességét alkalmazva
kapjuk a szubsztancialis mérlegeket. A hagyoméanyos 3-as indexes jeloléssel irva:

p+ pdv' + dij' = 0, (27)
Pt + pPoot + pot + ROt + 0, P = 0, (28)
é+ ediv' + 0,¢° + ]Dl_vZ + P*90, = 0. (29)

Ezek a tomeg, a lendiilet és az energia relativ mérlegei. Ugyanezt kapjuk, ha a
fenti (16) transzformécios szabalyokkal v inercialis megfigyels altal id6 és térszert
részekre hasitott lokalis mérlegekben az u/-mennyiségeket u-mennyiségekre cserél-
jiik. A szokésosan felirt mérlegektsl az tjonnan felléps j° (6n)diffazios aramot és a
p' lendiiletstirtiséget tartalmazoé (aldhtzott) tagokban kiilonboznek, ami azt mutatja,
hogy a P% nyoméstenzorra és a ¢® héaramstrtségre vonatkozé megszokott konsti-
tutiv fiiggvények mellett tovabbi fizikai feltételeket kell megadnunk az egyenletek
lezarasahoz. Ehhez a lezarashoz és annak eldontéséhez, hogy a korabban beveze-
tett u® sebesség milyen értelemben lesz a folyadék sebessége, meg kell vizsgalnunk
hogy vajon a folyadékok termodinamikaja mennyire lehet fiiggetlen a vonatkoztatési
rendszerektdl.
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5. A MOZGAS TERMOSZTATIKAJA, AVAGY TERMOSZTATODINAMIKA

A szakasz cime Onellentmondoénak latszik, ugyanakkor jol mutatja a mozgast is
tartalmazé ’termosztatika’ paradigmatikus dilemmajat. A termodinamika irodal-
méaban fel sem meriil, hogy a sebesség allapothatarozo lehetne. A kontinuumokkal
kapcsolatos szokasos vizsgélatokban ez a lehetéség kimondottan tiltott, transzforma-
cios megfontoldsok miatt. Azonban Galilei-relativisztikus szemszogbdl nézve ezek a
megfontolasok hibasak [44] és a kérdés pontosan megvizsgalhato.

5.1. Abszoliut relaciok. Kiindulopontként tudnunk kell, hogy a klasszikus
"egyensulyi" termodinamika, azaz a termosztatika, valojaban nemegyensulyi és id6-
fiiggs '. Masrészrdl érdemes figyelembe venni a relativisztikus kinetikus elméletben
levezetett /beépitett termodinamikai hatteret, esetleg egybdl a szokéasos kereteket
meghalad6é modon |75, 76].

Ezek fényében termodinamikai alapfeltevésiink tulajdonképpen teljesen megszo-
kott, csak térid6 szempontbol kifejtve. Az entropiasiirtiség négyesvektormezs lesz,
amelynek a kozegre vonatkozoan nézve van strtisége és arama is, S® = su®+ s®. En-
nek hagyoméanyos skalar stirtisége az extenzivek strtségeitdl fiigg, vagyis a (8)-ban
bevezetett szimmetrikus masodrendi tomeg-lendiilet-energiastirtiség tenzor fiiggvé-
nye: s = s(2*). Ez az Osszefiiggés nem fiigg sem a kozeg sebességmezdjétl,
sem megfigyel6tsl, mert mind az s entrépiastiriiség, mind a 2z tomeg-lendiilet-
energiastriség tenzor abszolit. Derivaltja a termodinamikai intenziv mennyisé-
gek szimmetrikus masodrendi kotenzora, amit a tovabbiakban kémiai potencidl-
termosebesség-homeérséklet kotenzornak neveziink és Yy.-vel jeloliink. Tehéat % =
Yye. Ezt a derivalast termodinamikai szokas szerint Gibbs-reldcionak hivjuk és diffe-

rencialokkal jeloljiik:
ds = Yydz". (30)
Részletes tanulményozasahoz megadjuk az intenziv mennyiségek abszolit koten-

zoranak a kozeg u® sebességmezGje altal széthasitassal kapott komponenseit (lasd
(82) az A fiiggelékben):
Yie = Yo + Yiem,* = (ym + yamy )7 + (yems + yaem, ). ”. (31)
Ha a 2% tenzort is a (7) szerinti széthasitott formaban tekintjiik, akkor
— y a stirtiséghez konjugalt intenziv fizikai mennyiség,
—ypap’ lendiiletsiirdséghez konjugalt intenziv mennyiség,
— e az €% energiastirtiség tenzorhoz konjugalt intenziv mennyiség.

A tovabbiakban azzal az alapvetd feltételezéssel éliink, hogy

B
Ype = 5556 (32)
Ekkor
_ _E 3
Z/i,b =4 Yve = 55. (33)

Ezutan az egyes fizikai mennyiségek a kovetkezdek:

'Akit az ezzel kapcsolatos a szokasos félreértések és dsszemosasok zavarnak, mindenképpen ol-
vassa el Matolcsi Taméas nagyszerd konyvét angolul, vagy konnyedebb verzidjat magyarul [73, 74].
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— [ a reciprok hdmérsékletet,

1 15 2
= — = —§%5_%60; Y, = Sy 34
— A p kémiai potencidl a stirtiséghez tartozo entropikus intenzivként adodik:
p = —TuluY;, = —Ty. (35)
— A lendiiletstrtiséghez tartozo intenziv mennyiségbdl definialjuk a termose-
bességet:
wy = —2Tu°6; Yy = —2Ty;. (36)

A Gibbs-relacié u-széthasitott formaja ezek utédn a kovetkezGképpen szamolhato:
ds = Y dz" =

1 - 2 1 S
_B (MTch + §(wd_ﬂ-bd7—c + wéﬂ-ceTb) - iyc?éﬂ-bdﬂ-ce) X

(ubucdp + pudu® + puldu® + ucdpE + pgduc + ubdp® + p°du’ + d655>
=0 (,ud,o + pwgdu® + widp® — ppdu’ — de) (37)
Tehat az abszolit Gibbs-relacié u-széthasitott mennyiségekkel felirva végiil az
alabbi forméat olti:
de = T'ds + pudp + wadp® + (pwa — pa)du®. (38)

A fenti formula analog a relativisztikus esetben a kinetikus kompatibilitas figye-
lembe vételével kapott alakkal [75, 76, 77|, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az utolso
tagban a stirtiség szerepel, relativisztikusan pedig az entalpia. .

Képezhetjiik a négyes entropiastiriiség Legendre-transzformaltjat, bevezetve az S¢
konjugélt entropiat:

5% — Y,z = 59, (39)

Adjuk meg S®nak a kizeg u® négyessebességével valo széthasitott formajat a cél-
szerd

S* = Bp(u® +r%), (40)
alakban, ahol 7,7 = 0. Ekkor (39) vektoregyenlet abszolut idGszerd részét, az
extenzivitdast reldciot, a kifejezés 7,-val torténd szorzasaval kapjuk:

s+ Bup + Bugp” — e = Bp. (41)

Ez a forma mutatja, hogy p a termosztatodinamikai (termosztatikai) nyomas. Az
u-térszerd rész, az entropiadram kifejezése, a 7 u-projekcioval adodik:

"+ Buj® + BPuwy — Bq® = Bpre. (42)

A (41) extenzivitasi relacio és a (38) Gibbs-relacié kovetkezményeként kapjuk a
Gibbs—Duhem-reldciot:

Bdp = —hdB + pd(Bp) + p"d(Bwa) — B(pwa — pa)du’, (43)
ahol h = e + p.



GALILEI-RELATIVISZTIKUS FOLYADEKMECHANIKA 13

5.2. Allapotegyenlet. A (38) u-széthasitott mennyiségekkel felirt abszolut
Gibbs-relacio alakjabol latszik, hogy minden mennyiség az (s, p, p®, u®) fiiggvénye.
A bels6 energia masodik parcialis derivaltjaibol adodik itt a kovetkezé Maxwell-
relacio:

owg  9%e  Pe  O(pws — pa) (44)
oub — Oubdp®  pbduc opb .
Ez parcialis differencidlegyenlet w®ra, amelynek altalanos megoldasa
wé:]ﬁ"i_A&E (Uc_ﬂc‘f‘]i), (45)
P p

ahol Azz(p, s) és U°(p, s) tetszdleges p és s fliggvények, az utobbi abszolut sebesség.
A fenti allapotegyenlet mutatja, hogy a termosebesség csak meghatérozott médokon
fiigghet a p® lendiiletstrtségtsl. Kiilonosen egyszerti az allapotegyenlet, ha Ag: =
Oaz. Ekkor

Pa = pWa, (46)
amit a tovabbiakban impulzusfeltételnek neveziink.
5.3. Termodinamikai Gsszefiiggések transzformaciés szabalyai. Definicio-
juk szerint az entrdpia strtisége és aramstirtisége egy vektor idGszerd és térszert
komponense, ezért egy u'* négyes sebességii megfigyels szerinti id- és térszert kom-

ponenseit az eddigiek szerint is vesszdvel jelolve, a v® = u® — u/® relativ sebességgel
a transzforméacios szabaly

s’ =s, s = s+ sv'. (47)

A négyesvektorokra vonatkozo (88) transzformécios szabalyok és S (40) felbon-
tasa alapjan adodik, hogy

p=p é r=r4. (48)

Az entropia derivaltjaként bevezetett intenziv mennyiségek az Y, abszolit ma-

sodrendii kotenzor komponensei, ezért a B fiiggelék (107) egyenlete alapjan kapjuk
a kovetkezd transzformacios szabalyokat:

8 =5, (49)

w" =w' 4+, (50)
2

p o= — w't — % (51)

Erdemes a termosebességet kicsit részletesebben is megvizsgalni. A méasodrendd
kotenzorok ya, = 9,°Yey = YaTy + Yacm, ¢ térszerd komponense abszolit. Ennek u'-
idGszerd komponense

Y = Yart” = Ya + yaz(u' — u°), (52)
ebbdl pedig (32) és (36) felhasznélasaval azt kapjuk a termosebességekre, hogy:
wy, = ws — 0ae(u'¢ — u) = wg + va, (53)

Végiil a relativ indexek hasznalataval az (50) transzformécios szabaly adodik.
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Az extenzivitasi relaci6 abszolut és ezért Galilei-invarians, hiszen egy
négyesvektor-egyenlet abszolut idGszert része:

1,1

e +p—Ts—pp—wp'=e+p—Ts— pp—wp =0. (54)

Ezt kozvetleniil is ellendrizhetjiik, felhasznélva az eddig levezetett transzformacios
szabalyokat. Ugyanigy egyszertien lathato, hogy az entropiadram-stirtiség térvektor-
ként transzformalodik:

S/i — B(q/i _ Iu/j/i _ Plij’w; _l_p,r/i) — ﬁ(qz _ ,Uji _ Pijwj —i—pT’i) + svi — Si + S’Ui,
(55)

ahol felhasznaltuk 8, ¢*, p, j¢, P, w;, p és r el6z6ekben levezetett transzforméacios
szabéalyait.

Veégiil, a (38) Gibbs-relacio is Galilei-invarians, hiszen egy kotenzornak egy ten-
zordifferencialon valé hatasaként kaptuk, tehét

de — Tds — pdp — w;dp" — (pw; — p;)dv' = de’ — T'ds — p'dp — widp" — (pw] — p})dd",
(56)

ahol v% = u®* —u'® és 0% = u® —u"* a kozegnek az v’ és u” allando sebesség inerciélis
megfigyelGkre vonatkoztatott relativ sebességei. A Gibbs-relécio utolséd tagja kiilon
is Galilei-invarians, hasonloan a T'ds taghoz, mert pw; — p; = pw} — pi és dv' = dv'.

6. ABSZOLUT ENTROPIAMERLEG

Az abszolut termodinamikai feltételekbdl kovetkezd (38) Gibbs-relacio és (42) ent-
ropiadaram megadjak, hogy adott entropiastriiség és u-entrépiadram hogyan fligg a
megfelels termodinamikai intenziv allapotjelzéktsl. Igy ki tudjuk fejezni az abszolut
entropiaprodukciét az u-hasitott mennyiségekkel:

0,5 = § + 50,u” + O,5" =
Bé — Bup — Pwap” + B(pa — pwa)u® + sO,u’+
0u (84" = Bui” = BP™w; + Bpr”) (57)

amelytdl természetesen azt koveteljiilk meg, hogy legyen nemnegativ.
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Behelyettesitve a (24), (25) és (26) tomeg, lendiilet és energiamérlegeket, felhasz-
nalva az (43) Gibbs-Duhem relaciot azt kapjuk, hogy

0,59 = (5 — Be + Bup + Bwap®)Dau® + ¢°0a5 — %0 (L) —
BP%8, (u® + w) + Buwa’Bpu® — P™wpda + Bpdar® + r%0,(Bp) =
(pr® = %) (Ba(Bp) — Bupdou’ ) +
(qa —hr® = (P — "y +p7““> 0af3—

B (PB& —rpp — p(;ag) Oa(u? 4+ w®) + Bpd,(r* — w®) =

(pr® = ") Oa (B (M + w;)) +

_ - B B 2
(qa —er® — (P™ —r"p")wy — (pr® — ja)j) Duff—
B (P% — j"wy — r*(ps — pw) — pd%;) A’ + w) + Bpda (r® — w*) > 0.
(58)

A fenti egyenléStlenség a Galilei-relativisztikus folyadékok abszolit entropiaprodukci-
6ja. Az elvart médon kvadratikus kifejezés elss tagja az anyagaramlasra vonatkozik,
a j% (6n)diffuzios aramstriség a konstitutiv mennyiség benne. A szorzat masik felé-
ben pedig a szokasos termodinamikai erét, a kémiai potencial gradiensét figyelhetjiik
meg. A méasodik tag a termikus eredetd entropiaprodukcio, ahol a ¢® hGaramstirtiség
a konstitutiv mennyiség és a reciprok hémérséklet gradiense, d,4 a termodinami-
kai er6. Végiil a harmadik tag a mechanikai eredet( disszipaciéval azonosithato,
benne a P% nyomastenzorral, mint konstitutiv mennyiséggel és a sebesség gradien-
sével mint termodinamikai erével. Pontosabban a viszkozitas szempontjabol relevans
sebesség a kozeg u® négyes sebességének és a w® termosebességnek az Osszege. Fi-
gyeljiik meg, hogy u® expliciten csak itt, a mechanikai disszipaciot leir6 részben, a
sebességgradiensben szerepel. A negyedik tag 1j, benne az r® tekinthetd konstitutiv
mennyiségnek.

Az abszolit entropiaprodukcié egyenlétlensége tehat megoldhato, a kvadratikus
forma minden tagjaban vannak konstitutiv mennyiségek. Emiatt bevezethetGek
termodinamikai erék és aramok, és kozottiik a szokott linearis kapcsolat feltételezve
kapjuk az egyenlGtlenség megoldasat, az egyiitthatok elGjeleit megfelelGen valasztva.
Azonban a termodinamikai feltételek nmagukban nem zérjak le a mérlegek rendsze-
rét, Osszeszamolva az alapvaltozokat a kozeg impulzusira vagy a kozeg sebességére
vonatkozoan nincs egyenletiink, illetve valamit mondani kellene a termosebesség-
r6l is. Vegyiik észre tovabbéa, hogy eddig még nem adtuk meg, u® milyen fizikai
értelemben a kozeg sebességmezdje.

7. MI A FOLYADEK SEBESSEGE?

Az entropiaprodukcio utolso tagjat nullanak vessziik, azaz a konjugalt entropia-
vektor térszerd részét parhuzamosnak valasztjuk a termosebességgel, a relativisz-
tikus kinetikus elmélettel Gsszhangban. Ekkor kénnyen értelmezhets formulakat
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kaphatunk.? Tegyiik fel tehat, hogy

Ekkor a fenti entropiaprodukcio a kovetkezs alakura egyszertisodik:

8,59 = (pw® — 9 8, (ﬁ (u + %)) +

a v b i W ab
(4 wPle = ) = (pu = )5 — Py ) 0,5

B (P% — j*wy — w™(py — pwy) — pd%;) Oa(u” + w') > 0. (60)

Hogyan zarjuk le az egyszerti folyadékok mozgasegyenleteit, azaz hogyan tehetd
az egyenletek szama az ismeretlenek szamaval egyenl6vé? Vagyis mi a konstitutiv
elmélet? Vegyiik észre, hogy az (60) entropiaprodukeio szokasos linearis megoldasa-
bol kapott harom Gsszefiiggés még mindig nem elég az egyenletrendszer lezarasédhoz,
hiszen az alapvaltozéink megszokott rendszere, azaz a striiség, bels§ energia és a
folyadék sebessége mellett két tovabbi mezét kellene megadnunk: a folyadék p® len-
diiletstiriiségét és a termosebességet, w-t. Viszont két tovabbi lehetéségiink is van,
hogy lezarjuk a konstitutiv elméletet. Egyrészt w®-ra termodinamikai allapotegyen-
let vonatkozik. Mésrészt pedig eddig nem rogzitettiik, hogy mit is értiink a kozeg,
azaz a folyadék négyessebessége alatt. A folyadék sebességének rogzitését dramlds-
valasztasnak nevezziik.

Az aramlasvélasztas soran az eddig hatarozatlan u® sebességmezét rogzithetjiik
példaul a folyadék egy tetszleges extenziv tulajdonsagahoz: a tomeghez (j* = 0),
energidhoz (¢ = 0) vagy lendiilethez (p* = 0), de bonyolultabb médon is. Ezek
utan a relativ sebesség mar a folyadék tomegének, energiajanak, illetve lendiile-
tének aramlasat jellemzi a kiils6 megfigyel6hoz képest. Bonyolultabb aramlésokra
példa tiszta anyagi (tomeg) és energiadram keveréke |77]. Az egyes esetek azonban
gyakorlati szempontbol nem egyenértékiiek. Az entropiaprodukcio fenti forméja azt
sugallja, hogy az aramlésvalasztasok kozil kiilonosen egyszert konstitutiv fiiggvé-
nyeket kapunk, ha az aramlést tigy hatarozzuk meg, azaz ugy valasztjuk a folyadék
négyessebességét, hogy w® = 0 teljesiiljon. Ezt a valasztast nevezziik termodramlds-
nak.

Az entropiaprodukcié egyszerd formaja ezek utéan:

l 1 (P% - pfsag) aaub > 0. (61>

Ha (45) allapotegyenlet egyszert valtozatat tekintjiik, a (46) impulzusfeltételt,
akkor w® = 0% kovetkezménye p® = 0%. Tehat ilyen allapotegyenlet esetén a termo-
aramlas sziikségszertien egyuttal lendiletdramlds is.

A termo- illetve lendiiletaramlassal definialt kozeget nevezziik klasszikus folya-
déknak. A (27), (28) és (29) szubsztancialis tomeg-, lendiilet- és energiamérlegek

Lehet, itt is van valami fizika, de azt itt most nem vizsgaljuk.
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egyszertisodnek:
P’ + 0" 4 0, PF = 0, (63)
é + ediv' + 0;,¢° + P*0,v, = 0, (64)
és persze az entropiaprodukcio
0,8% = —jio, L + q"a-l . (PY — pd”) dyv; > 0. (65)
a 7 T [ T T Vg —

Klasszikus folyadékra a (38) a kozeg sebességétdl fiiggs Gibbs-relacio a szokésos
de = Tds + pdp (66)

forméat olti. Az inercidlis megfigyels esetéhez azt kell észrevenniink, hogy a transz-
forméacios szabalyok szerint most w] = v; és p’* = pv* all fenn, ezért pw' — p'* = 0,
és igy (56) a

de’ =Tds + p'dp + vid(pv") (67)
osszefiiggésbe megy at. Teljesen hasonloan, a (41) extenzivitasi relacio,
e +p="Ts+u'p+ pv? (68)
atirhato
e+p=Ts+ up (69)

alakba. Ezek a formulék is mutatjak, hogy klasszikus folyadékokra a szokésos teljes
energiasiirtiség az inercialis v’ megfigyels €' energiastiriisége, e pedig a kozeg belss
energiasiirtsége és (6) a transzformécios szabaly. Ennek alapjan a kémiai potencial
W= p— % transzformaécios szabalyaban ' a teljes, u pedig a belsd kémiai potencidl.
Az extenzivitési relacioban a mozgési energiat a nyomashoz szokték sorolni a kémiai
potencial helyett. A folyadékmechanikdban Bernoulli-egyenletként jelenik meg az
extenzivitasi relacio és benne a dinamikus nyomaés (a torlonyomas és statikus nyomas
kiilonbsége).

Az entropia (42) aramstriiségének klasszikus folyadékokra vonatkozd u/-forméja
adja a teljes entropiadramsiriséget:

. 1 . ) ) .
§'t = ? (q/z . Iu/j/z . P/zkvk +pvz) 7 (70)
illetve az u-forma a belsd entropiadramsiriséget:
5= (¢ —ni’), (71)
T

Az (62)-(64), (66), (69) és (71) mérlegek és termodinamikai Osszefiiggések alapjan
az entropiaprodukcio ebben a specialis esetben kézvetleniil szamolhat6, és pontosan
(65) lesz. Ennek megfelelGen a 7. tablazatban megadott termodinamikai eréket és
aramokat azonosithatjuk.



18 VAN p.12:3

Diffuzios Termikus  Mechanikai

. 1
Er6 -0ip Og Oy
Aram J! q -7 (P — pdv)

1. tablédzat. Termodinamikai erék és aramok

Linearis Osszefiiggést feltételezve, izotrop folyadékra azt kapjuk, hogy

= T QUi (==x} 2

J 37 T + x10. T (72)
i— vl ol

q = X282T + Aa’T’ (73)

PV = pd” - nvakvkéu —n (aZ'Uk + ak'l)l — gﬁkvké”) . (74)

Itt € az (6n)diffuzios egyiitthato, x; és x2 a Soret—Dufour-egytitthatok, A a ter-
modinamikai hévezetési egyiitthato \p = T2\ a Fourier-féle hévezetési egyiitthato,
1y €s n a térfogati és nyird viszkozitas.

Az alapmérlegek klasszikus folyadékokra vonatkozo (62)-(64) rendszere, egyiitt a
(72), (73) és (74) konstitutiv Osszefiiggésekkel zart és az (6n)diffuzios aramstirtség
kivételével azonos a szokasos kontinuitas-Fourier-Navier-Stokes egyenletrendszerrel.
Levezetésiink mutatja, hogy az ondiffuzids aramstirtség nem kiiszébdlhets ki aram-
lasvéalasztassal, elhagyésa fizikai feltételt jelent.

8. (OSSZEFOGLALAS

Ebben a munkidban megmutattuk, hogy a nemrelativisztikus, azaz Galilei-
relativisztikus, egykomponensi disszipativ folyadékok hogyan targyalhatoak a vo-
natkoztatési rendszertsl fliggetleniil és milyen feltételekkel kaphatjuk meg a le-
irasukra altalaban hasznalt vonatkoztatasi rendszertdl fiiged, relativ kontinuitas-
Fourier-Navier-Stokes egyenletrendszert. A vonatkoztatasi rendszer fiiggetlenséget
a Matolcsi-féle Galilei-relativisztikus téridémodell keretei kozott targyaltuk [5, 6],
ahol a Galilei-relativisztikus téridé az eredeti Weyl-féle, affin terekre alapozott kon-
cepci6 pontos matematikai megfogalmazasa. Targyalasunk vektortereket hasznél,
és absztrakt indexes formalizmusra alapozott egyszerd szamitasi modszert vezet be.

Megkovetelve, hogy a specidlis relativitaselmélethez hasonléan az energiastirtiség
egy abszolut fizikai mennyiség komponenseként adodjon, illetve, hogy a kinetikus
elmélet momentum sorfejtésével is Osszhangban legyen a fizikai alapmennyiség egy
két indexében szimmetrikus harmadrendd négyestenzornak adodik. Ezt neveztiik
a kozet tomeg-lendiilet-energia tenzoranak. Ennek a négyesdivergencidja egy ma-
sodrendii négyestenzoregyenlet, amely egyszerre a folyadék tomeg-, energia- és len-
diiletmérlege abszolit moédon, vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetleniil. Egy négyes-
sebességmezd segitségével kapjuk a tomegmérleget ennek idé-idGszerd komponense-
ként, az impulzusmérleget pedig id6-térszert részeként (illetve a szimmetria miatt
tér-idgszertd részként is). Az energiamérleg pedig az abszolut mérleg tér-térszeri
részének, amely egy méasodrendii harmastenzor egyenlet, a nyoma.
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Az abszolut targyalasbol levezettiik a relativ fizikai mennyiségek és a mérlegek
transzforméacios szabélyait. Az elmélet egyik kovetkezménye, hogy a belsé energia,
kinetikus energia és a teljes energia kozti szokésos kapcsolat is egy transzformaécios
szabaly. A kinetikus energia tartalmazza a folyadék lendiiletsiirtiségét, amely al-
talaban nem kothetd valamely relativ sebességhez. Nincs abszolat energia, de az
energia egy abszolit mennyiség meghatarozott része. A kapott (19) transzforméacios
szabély &ltalanosabb, mint a szokasos (6) Osszefiiggés a teljes, belss és kinetikus
energia kozott, mert tartalmazza a lendiiletstrtséget is. Emiatt, (6)-el ellentétben,
(19) tranzitiv.

A termodinamika bevezetésekor annyit feltételeztiink, hogy az entropia négyes-
vektor idGszert része, az entropiastiriség a tomeg-lendiilet-energia stirtiségtsl fiigg.
Ez vonatkoztatasi rendszertsl és a kozeg sebességétdl is fiiggetlen, abszolut allitas.
Az entropiastirtiség derivaltja adja az intenziv mennyiségek mésodrendd négyesten-
zorat, a hémérséklet-termosebesség-kémiai potencial tenzort, abszolit modon. A
mozgasi mennyiségeket is tartalmazé Gibbs-relacionak a kozeg sebességmezGje sze-
rint széthasitott forméaja tartalmazza a lendiilethez konjugalt intenziv mennyiséget,
a termosebességet. A mozgasi intenzivekre vonatkozo allapotegyenletek nem fiig-
getlenek egymastol. A vegyes parcidlisok egyenlGsége, a megfelel6 Maxwell-relécio
allapotegyenletet eredményez a termosebességre voantkozoan.

Mivel az entropiadram forméja is kovetkezmény és levezethetd az alapfeltevések-
bél, az entropia négyesvektor divergenciajat, az abszolut entropiaprodukciot ezek
utan minden tovébbi feltétel nélkiil szamolhatjuk. A folyadék aramlésa tetszéle-
gesen rogzithets, akar a tomeghez (Eckart-aramlas), akar az energidhoz (Landau—
Lifsic-aramlas), illetve mas modokon is.

Az entropiaprodukcio konkrét formaja megmutatja, hogy a folyadék mozgasat ér-
demes a termosebességhez kotni. Ekkor termosebességre vonatkozo allapotegyenlet
miatt a lendiiletstirtiség is nulla lesz, azaz a termoéaramlas egyuttal lendiiletaram-
las is. Ezzel a feltétellel a vonatkoztatasi rendszertél fiiggetlen entropiaprodukciod
lényegében a megszokott formét olti. Az eltérés az ondiffizios tag jelenléte. Ezt
nem lehet megfelels dramlasvélasztassal kikiiszobdlni tgy, hogy a tobbi tag szokott
formajat megérizziik. Ha nullanak tekintjiik, akkor az az anyagra vonatkozo fizikai
feltételként interpretalhatd, vagy megsérti az entréopiaprodukeié elvart fiiggetlensé-
gét a vonatkoztatasi rendszertdl.

Megjegyzések:

— Ha a Galilei-relativisztikus alapmennyiség harmadrendd vegyes tenzor,
ugyanolyan mérlegegyenleteket kapunk, azonos transzformacios szabalyok-
kal. Ekkor az energia és hémérséklet helyett a tomegstirtiség és a kémiai po-
tencial reprezental6dik méasodrendd harmastenzorként. Ez az alapmennyiség
a kovarians komponensei miatt azonban nem kompatibilis a kinetikus elmélet
szokasos momentum-sorfejtésével kapott egyenletrendszerrel.

— Az egyszeri anyagok semleges kortiilmények kozotti stabilitdsa alapvets az
egész fizikdban. E nélkiil nincs objektiv megfigyelés, nem reprodukélhatoak
a jelenségek. Ennek az elvnek fizikai-matematikai modellje a termodina-
mika maga. Az entropia létezése és novekedése, az egész termodinamikai
keretrendszer ezt eredményezi és ezt jelenti |78, 79, 80, 73, 74]. A termodi-
namika ilyen felfogasa egyuttal onellenérzési lehetGség is. Elvarhato, hogy
az egyszeri folyadék homogén egyensiilya elszigetelt rendszerben pusztan a
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termodinamikai feltételek miatt stabil legyen [81, 63]. A most levezetett
folyadékmodell ehhez teljesit egy fontos sziikséges feltételt:

Belathato, hogy a kapott (62)-(64), (72)-(74) egyenletrendszer generiku-
san stabil, azaz a homogén egyenstlya linearisan stabil, ha a termodinamikai
stabilitas teljesiil (az entropia konkéav) és a transzportegytitthatok nem ne-
gativak, illetve:

0 01 0
8_,0%_ $T+(X1+X2)$% > 0. (75)
Itt az els6 két tag és a harmadik tag egyiitthatoja termodinamikai feltéte-
lek miatt nem negativ, egyediil az utols6é tagban szereplé parcialis derivalt
vezethet az egyenlStlenség sériiléséhez.
— Ennek a munkanak a f6 motivaciojat a relativisztikus folyadékok hasonld
problémai jelentették [81, 82, 83, 63, 84, 66, 75, 76, 85, 86, 77|.

9. A FUGGELEK. GALILEI-RELATIVISZTIKUS TERIDO

Itt roviden ismertetésre keriil a Galilei-relativisztikus téridémodell, amely az
alabbi matematikai elemekbdl all

(1) Az M téridé az x € M események (vagy villanatok) négydimenzids irdnyitott
affin tere az x* € M tériddvektorok négydimenzios vektortere felett. Fontos
megjegyezni, hogy M-en nincs sem euklidészi, sem pszeudoeuklidészi szerke-
zet: a téridévektoroknak nincs téridGhossza.

(2) Az I idd egydimenzios iranyitott affin tér a ¢ € I id6tartamok egydimenzios
irdnyitott vektortere felett.

(3) A7 : M — I iddkiértékelés egy affin sziirjekcio a 7, : M — I linearis
leképezés, az iddmalds felett.

(4) D a tdvolsdgok mértékegyenese, amely egydimenzios iranyitott vektortér.

(5) A sz : EXE — D ® D euklidészi szerkezet egy szimmetrikus bilinearis
leképezés, ahol E := Ker(r) C M a térvektorok haromdimenzios linearis
altere.

A Galilei-relativisztikus téridé matematikai szerkezetének empirikus megalapo-
zésat |87)-ban talaljuk. Innen megtudhatjuk, milyen mindennapi tapasztalataink
absztrakcidjaként allnak 6ssze matematikai elemei.

Az x,y € M események kozott iddtartamot T(x) — 7(y) = 7,2* moédon szamoljuk,
ahol 2% = ¢ — y. Két esemény egyideji, ha a kozottiik eltelt idétartam nulla. Két
egyideji esemény kiilonbsége térszerd vektor, azaz E eleme.

M dualisat, azaz az M — R linearis leképezések vektorterét M*-al jeloljik. M*
elemeit a térid6kovektoroknak nevezziik és als6 indexszel jeloljiik: x, € M*. Hason-
l6képpen E dualisa E*, ezek elemeit feliilhuzott felsd, illetve als6é indexxel jeloljiik:
2® € B, x; € E*. Egy 2% térszerti vektor hossza ||z|| = /280,50

Az euklidészi szerkezet lehetévé teszi E és E* azonositasat, de ezt nem tehetjiik
meg M-el és M*-al, mert nincs rajtuk sem euklidészi, sem pszeudoeuklidészi szerke-
zet: a téridévektoroknak, ha nem térszertiek, nincs hossza.

A modell legfontosabb elemeit az 1. abran mutatjuk be. Lathatjuk, hogy az id6
és az iddkiértékelés egy foliazéast vezet be a téridén: az egyideji események térszeri
altereinek egymasuténja hiien modellezi klasszikus id6fogalmunkat.
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1. abra. A Galilei-relativisztikus téridg, id6 és tér viszonya.

Absztrakt indexes jeldlésiinkben a, b, c,d, e, f, g indexeket hasznalunk a négydi-
menzi6s téridé abszolut fizikai mennyiségeire, a, b, ¢, d, €, f, g indexeket a harom di-
menzios térszerd fizikai mennyiségeire. Ezek az indexek absztraktok abban az ér-
telemben, hogy nem vonatkoznak semmilyen koordinata vagy vonatkoztatési rend-
szerre, egyszertien a kiilonféle rendt és tipusa tenzorialis mennyiségek egyértelmii
jelolését jelentik [70]. A felss index vektori (kontravarians), az als6 index kovektori
(kovaridns) mennyiségeket jelol. Tovabba i, j, k, [, m-el jeloljik egy inercidlis meg-
figyel6re vonatkozo szokasos haromdimenziés relativ mennyiségek indexeit. Ez fog
eléfordulni a kiilonféle transzforméacios szabalyoknal, illetve amikor a hagyomanyos
formulakat értelmezziik. Az ilyen indexek két abszolut sebességmezd jelenlétét jel-
zik, és mindig atirhatoak térid6 indexekre. Altalaban téridéjeldléssel dolgozunk, de
ha egy formulaban akar egyetlen megfigyel6fiiggé mennyiség is van (pl. a relativ
sebesség) akkor azt ilyen modon is felirjuk.

A térszert vektorok E tere része M-nek, kanonikus beagyazdsat §%-vel jeldljiik:
ha tehat z¢ € E, akkor 0%x; € M nem mas, mint maga x* az M elemeként.

Ha z, egy kovektor, azaz egy x, : Ml — R linearis leképezés, akkor annak E-re
torténé megszoritasa az E* eleme, amelyet xz-val jeloliink. A megszoritds projekci-
djdanak jelolésére bevezetjiik a 6, € Lin(M*,E*) jelolést. Tehat 6 x, = x4.

A 0 € Lin(M*, E*) megszoritds a 64 € Lin(IE, M) kanonikus bedgyazés duélisa
(transzponaltja). Az euklidészi szerkezet lehetéveé teszi E és E* azonositasat, amelyet
dg5-vel, illetve §%-vel jelolt inverzével zz = 0,520, illetve 2% = §%z; formaban frunk.
Viszont nincs méd M és M* azonositasara, mert nincs rajtuk sem euklidészi, sem
pszeudoeuklidészi szerkezet.

A vektorok és kovektorok fenti jelélésrendszere azt a tényt formalizalja, hogy az
id6 nincs bedgyazva a téridGbe.
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9.1. Széthasitasok. A téridében torténd létezést vilagvonalak segitségével, id6-
b6l téridébe 1éképezs r : I — M wildgvonalfiigguényekkel irjuk le. A vilag-
vonalfiiggvényeknek a téridé szerkezetébdl kovetkezd trividlis tulajdonsaga, hogy
7(r(t)) = t. Ennek megfelel6en barmilyen idépontban képezett idéderivaltjaik, a
Galilei-relativisztikus négyessebességek olyan speciélis u® négyesvektorok, amelyek
idskiértékelése, T,u® = 1. Egy négyesvektor fizikai mennyiség térszerid részét egy
adott u® négyessebesség iranyu vetiiletével képezziik. Az u® iranyu vetits fiiggvény,
az u-projekcio m(u)% = §%9 — u®m, : Ml — E lesz, ahol 9 az identitas M-en.

A négyessebességek més szerepet is jatszhatnak: idGtartamhoz rendelnek térids-
tartamot: u® : I — M, ¢ — u®t.

A téridévektorokra vonatkozo négy alapvets leképezést még egyszer felsoroljuk:

— T, M — I
—u*: I — M,
- m(uw)s =064 —u'n: M — E,
-0 E— M,
A dualis terek kozotti megfelels leképezések:
— Ty o IF — M,
—ut: MF—TF,
— w(u)l : E* — M*,
=0 M" — £~
A fentiekbdl a kovetkezd azonossagok vezethetSek le:
ot =1, 7,09 =0; a(w)lu’ = (" —u'r)ut =0" mw(u)idl=0d%  (76)

Belathato az is, hogy 027, (u) = 67, és T,ut+m ) (u)0f = 6,7, ezért aztén 7(u) 20, #
0.5 Vegylik észre, hogy speciélisan (76) masodik és utolso egyenl&ségébdl kovetkezik,
hogy 7,2% = 0 és 7(u)% a2’ = 2%

Két abraba osszefoglalva megjegyezhetébbek a viszonyok:

Ql

6 a

7r(u)b Ta b u®
E S M2 I E* &= M — T
5% u® W(u)ba Ta

A fenti diagramok fels§ sordnak leképezései egy téridévektor és kovektor idG- és
térszertd részre torténd széthasitasat adjak meg.

9.2. Vektor u-formaja. A vektorok maguk elGallithatoak egy u® sebességgel
széthasitott részeikbsl. A tovabbiakban az ilyen elGallitast a vektor u-formdjanak
nevezzik. Legyen példaul A% egy téridévektor. Ekkor id6- és u-térszerti részeinek
és a széthasito u® négyessebesség segitségével elGallithato:

A = Au® + A(u)?, (77)

ahol A = 7,A% a vektor id@szert része, A(u)® = m(u)%A® pedig az u-térszert része.
Vektor id&szerd része nem fiigg u-tol, ezért abszolat, a térszerd része viszont fiigg,
ahogy ezt jeloltiik is. Specidlisan egy u® sebességvektor id&szerd része 1, egy mésik
u'® sebesség szerinti térszert része pedig

7_[_(u/)d bub — ((5% . U,/aTb)Ub = u® — /% = U&’

az u® relativ sebessége u'*-hoz képest.
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Galilei-relativisztikus téridén az extenziv mennyiségek természetes médon négyes-
vektorok, amelyek id&szertd része a stirtiség, u-térszerd része az dramsiirtség. Az ex-
tenziv mennyiségek stirtisége fliggetlen a széthasitd sebességtol, térszeri része, azaz
aramsiirtisége, nem az. Latni fogjuk, hogy az u-fiiggetlenség Galilei-invarianciat is
jelent.

9.3. Kovektor u-formaja. Hasonl6 médon kovektorok is altaldnosan felirhatok
u-id6 és térszerd komponenseik és a széthasitashoz hasznalt négyessebesség segitsé-
gével. Egy B, kovektor:

B, = B(u)7, + m(u)B;. (78)

ahol B = u®B, és B; = 0.'B,,.

Itt B, térszert része Bg, de itt masképp jelenik meg, mint a vektor (77) eld-
allitasanal. A fenti felbontasban figyelniink kell, hogy 7(u)? nem szedhets szét
két részre, pontosabban u’B; 6nmagiban nem képezhetd, hiszen By € E* és E
nem részhalmaza M*-nak. Tehat a fenti formula B, = B(u)7, + B; — Tu’By =
(B(u) — u®By)7, + Ba, kényelmesnek ting csoportositésa tulajdonképpen helytelen.
Azonban a térszert-idGszerd felbontas szemléletessége, és az abszolut térszerd rész
onall6 megjelenése miatt a szamolésok attekinthetdségébdl szarmazod elényok na-
gyobbak, mint a hibazéas lehetdsége, ezért a tovabbiakban mégis hasznalni fogjuk,
iigyelve arra, hogy m(u)? két része mindig pontosan szerepeljen a formulédkban.

A téridé-derivalas 9,, mint szimbolikus kovektor u-forméaja jol mutatja ezeknek
a felbontasoknak a szerepét. A kdvetkezGképpen irhato fel egy u® négyessebesség
szerint széthasitott id6- és térszertd komponenseivel:

0y = ToDy + W(u)fvl; = (D, —u ng)Ta + Va, (79)

ahol D, = u®0, az u-idGszert derivalas, V; pedig a térszerd derivalas. A térszerd
derivalas abszolut.

9.4. Tenzor u-formaja. Egy 7% € M ® M maéasodrendti kontra-kontravarians
tenzor u-formaja a kdvetkezo:

T = 9% + % = 4o 4 19 = 300 + ut? + b 4 90, (80)
ahol

—t = 7,77 a T tenzor idd-iddszerd része. Lathatéan ez u-fiiggetlen, ab-
szolut. ) ]

— % = m(u)3Tr. a T tenzor tér-iddszerd része, illetve t* = 7,.7%m(u)? az
ido-térszerd rész.

— 1% = w(u)2 T (u)? a T® tenzor tér-térszeri része.

— 1% =1, T% és t* = 7,T%. A T tenzor u-fiiggetlen, ezért abszolitak a bal és
jobb id6szert részei. Ha a tenzor szimmetrikus, akkor 7,7% = 7,7 = ¢°.

— 1% = (1)’ T és t% = 7(u)2T a tenzor bal és jobb térszerd részei.

9.5. Vegyes tenzor u-formaja. Egy )9 € M®@M* masodrendii kontra-kovaridns
tenzor u-forméaja a kdvetkezs:
Q% = ¢'m + m(u)y gl = quin, + ¢"1 + u'm ()i gz + ¢l (u)) =
(u"(q — uqe) + q" — q%u’) 7 + qpu + ¢, (81)
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ahol
— q = ubT,Q%, a Q4 vegyes tenzor idd-iddszerd része,
— ¢% = ubm(u)2Q5, a Q% vegyes tenzor tér-iddszerd része,
— @ = Ta0y Q%, a QF vegyes tenzor idd-térszertd része. FEz a rész u-fliggetlen,
abszolut.
- %= W(u)iél;dQCd, a Q% vegyes tenzor tér-térszerd része,
— ¢* = u’Q4, a Q4 vegyes tenzor ko-iddszerd része,
- q% = 05Q"%, a Q% vegyes tenzor u-fiiggetlen ko-térszeri része.
Vegyes tenzornal u-fiiggetleniil nem értelmezhets a szimmetria.

9.6. Kotenzor u-formaja. Egy R, € M* ® M* ko-kovarians tenzor u-forméja a
kovetkezd:

Rab =TTy + T’agﬂ'(u)bé = T,y + Tgbﬂ(u)aé

¢ ¢ ¢ d
= 17Ty + 1em(w) Ty + TeTam(u)y + regm(u)y m(u),
d d d
= (r — 2rzu’ + rygu‘u ) TaTh + (rg — T ) Ta + (7“,3 — ragl ) T+ 7155, (82)
ahol
— r = uu’Ry, az Ry, kotenzor idd-iddszerd része,
—rg; = (5acude,, az Rqp kotenzor tér-iddszerd része, illetve ry = 6 u" Ry, az
1dd-térszerd része,
— Ty = 6({55dRcd, az Ry, kotenzor tér-térszertd része. Ez az u-fiiggetlen rész,
— 1y = U’ Ry, 6s 1y = u*Ryp az Ry, kotenzor bal és jobb ko-iddszert részei. Ha
a kotenzor szimmetrikus, akkor ©u’ Ry, = u’Rp,.
— Top = O Rac 88 Tap = 05 Rep az Ry, kotenzor u-fiiggetlen bal és jobb ko-térszerid
részel.

10. B FUGGELEK. MEGFIGYELOK ES GALILEI-TRANSZFORMACIO

A téridémodell pontosan tiikrézi azt a mindennapi tapasztalatunkat, hogy az
id6 téliink fiiggetleniil telik, de a tér, a kornyezetiinkben levs targyak altal kiraj-
zolt kornyezet szubjektiv, megfigyel6fiiggs. Az id6 abszolut, a tér relativ. A rela-
tiv szempontokat a megfigyelSk segitségével értelmezziik. Egy megfigyel6 a téridén
adott sima négyessebességmezs (1asd [6]), amely altalaban nem kell, hogy mindentitt
értelmezett, azaz globalis legyen. A tehetetlenségi megfigyelGket konstans sebesség-
mezdével reprezentaljuk.

Az el6z6ekben vektoroknak, kovektoroknak, tenzoroknak négyessebességek sze-
rinti széthasitasat targyaltuk. Az abszolut fizikai mennyiségek vektormezsk, ko-
vektormezdk, tenzormezok, azaz a téridén értelmezett vektor, kovektor, tenzor,
stb. értéki fiiggvények. Az ilyenek széthasitasa pontonként torténik. Példaul, ha
A% : M — M vektormezd, és u® megfigyels, akkor az x térid6pontban A%(z)-et az
id6 és u®(z)-térszerd részeivel igy allitjuk els:

A%(x) = A(z)u(z) + A%(x). (83)

Eszben tartva, hogy itt minden pontonként értends, el is hagyhatjuk az a-et a

jelolésbdl, és ilyen értelemben a korabbi formulaink mind érvényben maradnak.
Most azt vizsgaljuk, hogyan viszonyulnak egymashoz ugyanazon abszolit fizikai

mennyiségnek két kiilonboz§ négyessebesség szerinti idG- és térszerd részei, azaz
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hogy egyik megfigyel§ altal észlelt komponensekbél hogyan képz&dnek egy masik
megfigyel§ altal észlelt id6- és térszerti komponensek. FEzeket a transzformdcios
szabalyokat egy téridé modellben egyértelmiien kiszamolhatjuk.

A tovabbiakban sziikségiink lesz két kiilonbo6zs, u és u' négyessebesség szerinti
projekciokra. Egyszertibb lesz, ha a sebességek kiilon jelolését elhagyjuk, és a to-
vabbiakban az u-projekciot egyszerten m4-vel, az u/-projekciot pedig 7’4 -vel jeloljiik.

10.1. Vektorok. Lattuk, hogy egy A® vektort az u® megfigyels A = 7, A* idGszerti
6s A = 7% A® u-térszerti részekre bontja. A nemrelativisztikus fizikai elméletek
téridétudatlanul ezeket a mennyiségeket onalloan hasznaljak, levalasztva a téridérol.
Két kiillonbozé u® és u'* négyessebesség kiillonbozs ids- és térszertd komponenseket

eredményezhet:
o U A a u’ A’
e ().

ahol < jeloli az u® szerinti széthasitast.

A megfigyel6k kozotti valtast megadd transzformacios szabélyok megmondjak,
hogy az A’ és A’® hogyan fiigg A-t6l és A%tol. Téridémodelliinkben ezt egyszertien
gy szamolhatjuk ki, hogy a u®val széthasitott komponensekkel kifejezett fizikai
mennyiséget, jelen esetben ez A* = Au® + A%t, széthasitjuk u'* szerint. Tehat egy
vektor idGszertd komponense:

A =1,A% = 7,(Au” + A%) = A, (84)

nem valtozik, nem transzformalodik, azaz Galilei-invarians. Ez nem meglepd, mert a
széthasito fliggvény nem fligg a sebességektsl. Egy A* vektor térszerti komponense:

AT =G A" = (0% — o) (Au? + A) = Au® + AT — Au"
A%+ A(u® —u') = A® + Av°, (85)
ahol u®-nak u/®-ra vonatkoztatott relativ sebességére bevezettiik a
v =u® —u' (86)

jelolést. A fenti formula a négyesvektor térszerd komponensének transzformacios
szabalya, amelyet relativ indexekkel is felirunk

Al = A+ Av', (87)

Ez pontosan a szokasos Galilei-transzformdcio. (85) és (87) ugyanaz a formula,
csak mas jelolésekkel. Emlékeztetiink, hogy az i, 7,k € {1,2,3} harmasindexek az
elébbiek szerint arra utalnak, hogy az adott formuldban egyszerre két négyessebes-
ségmezl is jelen van. Ezzel a jeloléssel abszolit formuldinkat élesen megkiilonboz-
tetjilk a szokasos 143 dimenzios alaktol és beillesztjiik a Galilei-transzforméacios
gondolkodasmodba.

A teljes transzformacios szabaly:

(ﬁ) = (Ai f AvZ) : (88)
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Specidlisan a sebességek transzformécios szabalya ebbdl kozvetleniil is szarmaztat-
hato. Egy négyessebesség onmaga szerinti széthasitésa

ut < 1
0* /-

Ennek megfelelen a térszerdi komponensének transzformécios szabalya a relativ
sebességet adja,

ub = (8% — v m)u’ = u® —u = v, (89)

ahogy ezt vartuk is. A teljes szabaly:

5)-()

ami egyszertien azt jelenti, hogy az énmagéahoz képest ’allonak’ tekintett u'* megfi-
gyels allasa masik u® megfigyels szamara v® sebességgel torténé mozgasnak latszik.
Fontos megérteniink, hogy az dsszes tobbi transzformacios szabély jelentése mutatis
mutandis ugyanezt jelenti.

A Galilei-transzformacié ebben a fejezetben levezetett formulaiban tetszéleges két
sebességmezd szerepel, vagyis ezek egyaltalan nem kot&dnek inercialis megfigyel k-
hoz. Szokéasosan csak a Galilei-invarians fizikai mennyiségeket tartjak vonatkoztatasi
rendszertdl fiiggetlennek, holott nemcsak azok, hanem transzformalédé mennyiségek
megfelel6 kombinécidja is abszolut lehet, amennyiben egy abszolut téridémennyiség
komponenseirsl van sz6. Egy négyesvektorral megadott abszolut fizikai mennyiség
(pl. egy extenziv) idészerd komponense (a strtisége) Galilei-invarians és ezért abszo-
lut, a térszert komponense (az aramsirtsége) transzformalodik, ezért nem abszolit,
de ez nem valtoztat semmit azon, hogy az egész extenziv vektorsiirtiség abszolut.
Ugyanez érvényes a sebességre, ahol a négyessebesség abszolut, annak ellenére, hogy
latszolag csak a térszerd komponens hordoz fizikai informéaciot. Téridémodellben
megfogalmazva egy fizikai elméletet pontosan eldénthets, hogy mi fiigg a vonatkoz-
tatasi rendszertél, mi nem.

10.2. Kovektorok. Lattuk, hogy egy B, kovektort az u® sebesség B = u*B, id6-
szerd és By = 5abBb térszerd részekre bont. A kovektorok széthasitott komponenseit
als6 indexszel és sorvektorokkal reprezentaljuk:

B, < (B, By).
Az el6bbiek alapjan az idészertd komponens felbonthaté a kovetkezd modon:
B'=u"B, = u"(Br, + 1'B;) = B — v"B,, (91)

ahol felhasznaltuk (89)-t. A térszerd komponens transzformécios szabalya, felhasz-
nalva a (76) azonossagokat:

B. =62By = §2(B7, + 7 B:) = Ba, (92)
A teljes szabaly, az el6z6 szakaszban bevezetett tisztan 143 dimenzios jelolésekkel:

(B, B) = (B —v'B;, BY). (93)
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Ezt példaul a 0, téridéderivalasra mint szimbolikus kovektorra alkalmazva kapjuk,
hogy:
Specialisan, ha az u® sebesség valamely kozeg sebességmezije, u'* pedig egy megfi-
gyel6é, akkor D, a szubsztancidlis idéderivdlt, v a megfigyelének a kozeghez viszo-
nyitott sebessége és D,y = D, —v'V;. A Dy = 0, parcidlis‘ido”dqrwdlt ésa D, =d
szubsztancialis idéderivalt kozotti osszefliggés: 0, = dy — v'V;. Erdemes ezt a gon-

dolatmenetet Osszevetni a megszokott, Osszetett fliggvényekre alapozott levezetéssel
(lasd pl. [88]).

10.3. Tenzorok. Egy 7% méasodrendi kontravarians tenzort az u® megfigyels
t = 7,77 id6-idGszert, 7 = 7o, T id6-térszert, t* = 7,70 T% tér- idGszerd és
t3 = rixb Ted tér-térszert komponensekre hasit szét. Azaz

u [t t°
ab
T < (tb tab) .

Mivel 7% nem feltétlen szimmetrikus, ezért itt altaldban @ £ b és t% £ %@, A meg-
felels transzforméacios szabalyok a kovetkezd modon szamolhatoak. Az idG-idGszert
komponens invariéns:

t =1,mT% =t (95)

Az id6-térszerti komponens transzforméacios szabélya olyan, mint egy harmasvek-
toré:

' = 7o, T = (6% — u'"7,) (tu’ +1°) = tu® — tu'* + " = t* + t". (96)
A tér-térszerd komponensé bonyolultabb:
¢/ab :W'ELCW’?’dTCd = W’iﬁ’?’d(tucud + e+ ut? + taz) =
—tv™0® + t%0° + 2% + ¢ (97)

Itt ismét felhasznaltuk (89)-t.
A teljes transzformacios szabély a megszokott jelolésekkel:

¢ B t t + tot (98)
9 ) T\t 9 4 el ot il )

10.4. Vegyes méasodrendii tenzorok. Egy ()9 mésodrendd kontra-kovaridns

tenzdort az u megﬁgyel(’iiq = fauz ¢ idé-iddszert, ¢° = m2ubQS, tér-iddszerd, ¢ =
a 3% +4 2 a __ G C 44 2 - ‘ 2

Ta0f Q% 1d6-térszerd és ¢4 = w0, Q tér-térszerd komponensekre hasit szét. Azaz

ot (aq q
< .
@ (qzq)

Vegyes tenzorok szimmetridjarol nincs értelme beszélni, a széthasitott forma mar le-
het szimmetrikus de ez a szimmetria u*, azaz megfigyelfiiggs. A megfelels transzfor-
mécios szabalyok a kovetkezd modon szamolhatoéak. Az idG-idSszerd komponensre:

l

Gl

q = T,u” 4= u'b(qu + miqe) = ¢ — v°¢e. (99)
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A harmasvektornak kinézé id6-térszert komponens nem transzformélodik, ahogy az
egyszertien belathato (76) azonossagok kévetkezményeképpen:

¢ = a0 Q" = 65 (a7 + 7.000) = @5 (100)

A tér-idszerd komponens transzformécios szabélya:

q/rz — 7T/acu/b cb — /ac(quc + qE o ucdeJ— q%vd) — qa + quz . Uaqulg . q%vb- (101)

A tér-térszeri komponens transzforméacios szabalya:
¢ =7"%61Q% = U gu’ + ) = ¢ + v (102)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzforméacios szabély a
megszokott jelolésekkel:

/ / 7
q dq q—v'q G
L R 4 4 ). 103
(q” q’ﬂ) (qj + vl (g —vFq) — @k ¢+ qwj) (103)

10.5. Masodrendi kotenzorok. Egy R, méasodrendd ko-kovaridns tenzort az
u® megfigyels r = uub Ry, id6-idészert, ry = 5 u’ Ry tér-idészerd, r, = uaézdRad
5= 5a655dRcd tér-térszerd komponensekre hasit szét. Azaz

uw (1 rg
Rab =< - af .
s Tab

Mivel R, nem feltétlen szimmetrikus, ezért itt altalaban rz # rp és 1y # rig.
A megfelel§ transzformécios szabélyok a kovetkez6 moédon szamolhatoak. Az ids-
idGszerd komponensre:

id6- térszertd és r;

P — /%" R, = W <T7'a T+ 7“57%67'1) + rET(lﬂ—bE + Tagﬂrbéﬂ-ad> —

u'® (TTa +rem,l — reTav® — régvawad) =7 — 2rzv° + rgvol. (104)

Az id6-térszeri komponens transzforméacios szabélya:

/ b d d d
=0 U Rey = 0 (7‘7‘6 + rgml — rgTev® — rgueT, ) =1z — rygv”. (105)

Ta

A tér-térszert komponens invarians:
/! _ gsecsd _ _
7"&5 == 5(—1 55 Rcd = Tgb- (106)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzforméacios szabély a
megszokott jelolésekkel:

/ / _ k kol B P
(7’, 7’/1) _ (7" 20%ry, %];tv V' T3 — v 7"”) . (107)
Tj T T’j — ik Tij

11. KOSZONETEK

Matolcsi Taméasnak, aki modellbe tomoritette a téridéket és Fiilop Tamésnak, aki
mindig mondta, hogy van abszolit energia. Itt ugyan nem kotenzornak tiinik, de
még az sincs kizarva.

A munkat az Otka K104260 palyazata tamogatta.
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