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Bevezetés
Elsérendii istalakuldsok dinamikaja
Parabolikus egyenletrendszerek

Nukledcié

Heterofazisa fluktuacidk Képzddési energia

Heterofazist fluktudcié = kristalyos mag + feliilet p—— y

Diffiiz hatarréteg (MD)

Klasszikus (éles hatar) leirds

o Energia: W(r) = —AtpV +~A H | N [\M BCDE v
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A kontinuum modellek sziikségessége
Az emberi (kisérletileg vizsgalhatd) idéskalan zajlé nuklescids jelenségek esetében a >

nukleusz mérete néhany 10 - néhdny 100 atom = az egész nukleusz csak hatarréteg! | winia
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Bevezetés
Elsérendii fazisatalakuldsok dinamikdja
Parabolikus egyenletrendszerek

Kontinuum modellek

o Struktdralis: ¢(r,t) € [0,1], ¢ =0 a folyadék, ¢ = 1 a szilard 3llapot
o Egyéb: pl. koncentracid [c(r, t)], slirliség [p(r, t)]

N

(Nemlok4lis) szabadenergia funkcional

Egykomponensii fazismez8-elmélet: F = [ dV {%(Vﬂb)Z + f(qb)}

o f(¢) = ag(®) + p(¢p)Af lokdlis szabadenergia-siiriiség
o p(¢): interpoldl p(0) = 0 és p(1) = 1 kozbtt - termodinamikai hajtéerd
o g(¢): kétfenekii gorbe, minimuma van ¢ = 0, 1-nél - termodinamikai gat

o (V@)% A ¢ véltozdsat biinteti = diffiiz hatarfeliilet

A rendparaméter mozgasegyenlete

2 = m (V26— %) +¢,
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Bevezetés

b= % — V2 id8ben elsd, térben masodrendii differencidloperator

f(¢) ltaldnos nemlinedris fiiggvény
”

Tulajdonsagok

o diffizids egyenlet szerii - pl. hévezetés

@ a nemlinearitds miatt analitikus megoldas &ltaldban nem ismert (vagy nincs is)

Numerikus megoldas

O A szdmitési tartomdny definidldsa (I)

@ Az egyenlet diszkretizdldsa: ¢(r,t) — ¢7, b— D;.
O A kezdéérték megadasa: qb?, ierl

Q a diszkretizalt egyenlet hajtdsa: ¢ — d)l'.'ﬂ
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Véges differencia médszerek
S p

Parabolikus egyenletrendszerek megoldasa “ 5

sszehasonlitasa

Diszkretizalt téroperatorok

Taylor sorfejtés

¢(ro + Atr) = ¢(ro) + Vep(ro)Atr + SAtrD(ro) Atr + O(Atr?), ahol Dy = %

or;or;

Diszkretizalt téroperatorok (példik)

@ 1D uniform halé (o):

Pis1— i
o $0xi + ) = (xi — 0) = 2052(x) + O(c®) = & (x) & T 2L
Pir1+Pi—1—29;
o

o Blxi+0) + Blx — 0) — 26(x) = 0?22 (x) + O(0*) = TH(x) ~
@ 2D uniform halé (o):

o V2¢(r)) v 2D TP=L) O T 1) T490)

@

o Mais lehetéségek: Uniform 2D haromszog és 3D tetraéder haldk, adaptiv haldk,...
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Véges differencia médszerek

Parabolikus egyenletrendszerek megoldasa

ektrélis méds

Linedris parabolikus id6léptetési sémak

5 . 0% _ 2
A megoldandé egyenlet: & = V<¢.

Euler médszer

¢n+1 " + 02 ( mL—2¢0 + " )

e e s B Tt —gn
o |d8derivalt diszkretizacidja: a—‘f(xi,tn) T
Bipt el 1—267

o A térbeli differencidloperator diszkretizacidja: V2¢(x;, tn) ~ >

o

Dufort-Frankel médszer
Ot = ¢+ 2 o0 — (@7 o) + ey

o2
o7 —¢f
At

o Idéderivalt diszkretizacidja: 22 (x;, tn) ~

@ Vegyes téroperator sémal

Crank-Nicholson médszer

Idében implicit, masodrendii séma, ami matrixegyenletre vezet! =- nehézkes kezelés @\

WIDIA.
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" . Véges differencia médszerek
Parabolikus egyenletrendszerek megolddsa =

asonlitasa

Stabilitdsi kritérium, skdlazédas

o Pontossag: diszkretizalas = differencidlegyenlet <+ differenciaegyenlet

o Stabilitds: Az idSléptetés holgyan propagilja a kerekitési hibat

von Neumann stabilitdsanalizis

o7 = (¢7)* + u" exp(ikx;) sikhullim terjedése; (¢7)* a differenciaegyenlet megolddsa.
= u"! = gu" = |g| < 1 minden k-ra = stabil formula.

o Euler-médszer: At < co?

o Dufort-Frankel: feltétel nélkiil stabil, de nem konvergens o — 0 esetén
v

Skaldzédas, szamitasigény, problémak

o Euler-médszer: kétszeres térbeli felbontds = 4 - 2P-szeres szamitésigény

@ 0 és At novekedésével romlé pontossag

o nemlinedris tagok = linedris stabilitdsi analizis (von Neumann)

<
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Parabolikus egyenletrendszerek megoldasa

A Fourier-transzformiacié

Spektralis megkozelités

o1, £) ~ [ dkan(t) exp(—ike) = 22 = V2 ¢ %% = K2y = ¢i(t)

Linedris egyenletre analitikus megoldas (wk diszperzids reldcidn keresztiil)

Nemlinedris egyenletek

90 = V20 + f(¢) = I = K2y + fi, ahol F[g(r, t)] ~ [ dkfi(t) exp(—ikr)

f(¢) nemlinedris ¢-ben, f nem fejezhetd ki ¢x — val = Nincs analitikus megoldds!
v

Numerikus megoldas

@ A nemlinearitdst megfelel6 kezelésével a spektrumban diszkretizdlhatunk

o A téroperatorok a spektrumban pontfiiggvények (rdaddsul pontosabbak)!

o Feltétel nélkiil stabil, konvergens sémak!
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Parabolikus egyenletrendszerek megoldasa - LT e
£y g Sp is médszerek
A

A spektralis egyenletek

Diszkretizalas k-térben

20() — _i2gy(t) + (t), ahol f(t) = FIF(F[p())]

o Diszkrét hullimszdmokon oldjuk meg az egyenletet: % — DFT
= Nincs sziikség térbeli véges differenciasémakra
o Feltétel nélkiil stabil, konvergens id6léptetés:

(1+ Atk?) ¢ptt = ¢f + At = ¢tt! = %

Implementacié

O Kezdetiérték: ¢? I (uniform) récson = 432 = DFT[¢7] i-n
@ Nemlinedris tag: ¢7 = iDFT[{{;Z] — £ = f(¢>7) — ;’k” = DFT[fi"]

O Idéléptetés: F7T = (qE; + At?k") / (1+ Atk?) (PONTFUGGVENY)
@ Vissza 2-re.

Térbeli informécié (1D): k = 24, j=0...N —1 (C - C). >

g
N
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) : cia médszerek
Parabolikus egyenletrendszerek megoldasa

A véges differencia és a spektralis médszerek 8sszehasonlitésa

Parhuzamositds GPU-ra

Implementacié

o Feladat: iDFT — PF — DFT — iPF
DFT: Diszkrét Fourier Transzformacié
PF: Pontfiiggvény kiértéklés

o DFT: cuFFT beépitett konyvtar

o PF: sajat kernel (igen egyszerii)
Computational grid felépitése: S nviDia gesla 1060 Computing

o rocessor

N = 2NX x 2NY 5 2NZ terbeli hald

(cuFFT ilyenkor hatékony)
THREADS = 2NT (512)

dim3 threads(THREADS);
dim3 grid(N/THREADS);

Ha 2NXHNY+NZ=NT ] nagy, 2D hélé is
indithaté (65535x65535x1)
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Térbeli véges differencia

Parabolikus egyenletrendszerek megoldasa

téroperator — véges differencia séma
(pontatlansag)

Idéléptetés: explicit v. implicit
Euler: stabil, ha At < co? = magas

Dufort-Frankel: feltétel nélkil stabil,
de nem konvergens o — 0 esetén!

Crank-Nicholson: idében masodrendii
implicit = nagy matrixegyenletek

Hogyan kezeljiik a nemlinearitast?
(von Neumann)

GPU parhuzamositas:
Kommunikacidigény a tartomanyok
kozott - bonyolult, lassu

S
A v

Spektralis

téroperator — pontfiiggvény (iPF)
Nemlinedris rész kezelése:

iDFT — PF — DFT

beépitett cuFFT konyvtar haszndlata
Pontfiiggvények, diszkrét valds és
k-térben = Nincs sziikség a

tartomanyok kozott kommunikaciéra
= egyszerii parallel implementdcié

feltétel nélkiil stabil és konvergens
implicit idéléptetés = A szamitasi
idéigény 2-3 NAGYSAGRENDDEL
csokkenhet!

pontosabb

Anti-aliasing...
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Fizikai és matematikai modellek
Alkalmazasok El6zetes eredmények

Fizikai feladatok

Kontinuum modellek

o Egykomponensii fazismezé modell: 8:¢ = V2¢ + f(¢)
o Fazisszeparacié Cahn-Hilliard folyadékban: 8:c = V2 [f(c) — V3c]
o Standard kétkomponensii fazismezé modell:
2 2
AQ = [aV {%’(VW % (Vo) + Aw(s, c)}
(¢ = 0, 1-re egykompononsii limit)
9 = V3¢ + (¢, c)
T0rc = V?[g(9, c) — V2]
o Eutektikus megszilardulas Multi Phase-Field modellje:
F=[dV{}¥i(Ve)? +Aaf({g},0)} T4 =1

({610 = V2¢; + f({¢}, )
Olp + t({#}, )] = VID({6}) V]

o Egyre bonyolultabb egyenletek (pl. Navier-Stokes)

@
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Fizikai és matematikai modellek
Alkalmazasok Elzetes eredmények

Altaldnos matematikai modell

Differencidlegyenlet-rendszer

Viltozék: pi(r,t), i=1...Npés ¢j(r,t), j=1...Nc

(0. % = VIMi(p,c)Vpl + fi(p, )
Llg+u)] = V- (O(p.0V [g(p,0) - Vig(p.c)Vl])

% = % — vV konvektiv derivalt (mozgé koordinatarendszer)

Miért hasznos?

A megszilardulds-fazisszeparacié fazismezé modellezésének altalanos egyenletei.
7i(p.©). Mi(p,c), fi(p, <), t;(p,c), Dj(p,c). g(p.c) és ¢;(p,c) definialjak a problémat.

A fenti egyenletrendszerre teljesen spektrilis, feltétel nélkiil stabil, konvergens séma
kidolgozadsa (HA létezik ilyen), majd a séma implementdldsa GPU-ra (FFT, PF) [
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s matematikai modellek
Alkalmazasok 52 eredmények

Spektralis séma

A spektrélis séma elemei

o A nemlinearitdsok kezelése operator szeleteléssel:
o f() = F +[f() — F], ahol F := max{0, max[f()]}
= F = const. > 0 és Af() = f() — F < 0 szétvalasztds lehetséges:
nemnegativ konstans + nempozitiv nemlinearis rész
VIf($)V¢l = FV2¢ + V[AF($) V]
o FV2¢p — —Fk?¢y (implicit stabil)
o VI[AF(¢)V¢] = AF(¢)V2¢ + [VAF($)[V ] (explicit stabil + ?)
o f(¢) = Co + f(¢) — Coh, ahol C := max{0, max[f(¢p)/¢]}
V2f(¢) = CV2¢ + V2AFf = ... (implicit + explicit + ?)
@ Az implicit stabil operatorok levélasztdsa, spektralis atirds, id6léptetés kernel
o Az explicit tagok kiszdmitdsa (cuFFT + egyedi (i)PF kernelek):
o h:=Vf(¢)Vg(s) — he = FFT{iFFT{(ik)FFT{f(¢)}}iIFFT{(ik)FFT{g(¢)}}}

o f(P)V3p — ...
o V2f(¢) — ...

o Az idéfiiggé forrdstag miatt [dt;(p)/dt] eltolt id&integralas ¢j-re és cj-re >
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Fizikai és matematikai modellek

Alkalmazasok Elbzetes eredmények

komponensii megszilardulds Fazisszeparacié Cahn-Hilliard folyadékban
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Fizikai és matematikai modellek

Alkalmazasok Elbzetes eredmények

Eutektikus megszilardulds sPFT modellje Eutektikus megszildrdulds MPFT modellje
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Osszefoglalds

6sszefogla|és

o Fazisatalakuldsok kontinuum modelljei

o Nemlinedris parabolikus egyenletek és egyenletrendszerek:
o Térbeli véges differencia médszerek és problémaik
o Implicit spektralis médszerek
o Parhozamos implementalas, elényok: DFT+pontfiiggvény!!!
o Akalmazas

o Fizikai modellek

o Altalanos matematikai modell

o A spektralis médszer elemei:
@ Operator szeletelés technika
@ explicit és implicit tagok
o FFT+PF

o Eredmények: Tipikusan 2-3 nagysagrend gyorsulds!

Koszonom a figyelmet!
>
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