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Derivalt

o Egy fliggvény derivaltja a megvaltozasanak a mértéke.
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o Egy fliggvény derivaltja a megvaltozasanak a mértéke.

o Egy fliggvény x helyen vett derivaltja a fiiggvénygrafikon x helyen
behtzott érintéjének a meredeksége.
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o Egy fliggvény derivaltja a megvaltozasanak a mértéke.

o Egy fliggvény x helyen vett derivaltja a fiiggvénygrafikon x helyen
behtzott érintéjének a meredeksége.

Derivalt

F(x) = ,Li_r?o f(X+h,)7_ f(x)
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Derivalt

(x2)' = lim —(X+ h)® —x° = lim 7h(2x+ h)

=2
h—0 h h—0 h x

Az x? fliggvény derivaltja
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Kinematika

o Mi az atlagsebesség?
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o Mi az atlagsebesség?
Ax

At

<I
Il
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o Mi az atlagsebesség?
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@ Mi a pillanatnyi sebesség?
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o Mi az atlagsebesség?

_ Ax
V= —
At
@ Mi a pillanatnyi sebesség?
. Ax . x(t+ At) — x(t) ,
t)= lim — = | = x'(t
v(t) AtSo At AtSo At x(t)
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o Mi az atlagsebesség?

_ Ax
V= —
At
@ Mi a pillanatnyi sebesség?
. Ax . x(t+ At) — x(t) ,
t)= lim — = | = x'(t
v(t) AtSo At AtSo At x(t)

@ Mi a gyorsulas?
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o Mi az atlagsebesség?

_ Ax
V= —
At
@ Mi a pillanatnyi sebesség?
. Ax . x(t+ At) — x(t) ,
t)= lim — = | = x'(t
v(t) AtSo At AtSo At x(t)
@ Mi a gyorsulas?
. Av . v(t+ At) — v(t) , p
a(t) AtSo At Arso At vi(E) =x(1)

Kupéas Vendel Differencialegyenletek 2025.07.11. 4/17



Harmonikus rezgémozgas

o Linearis erGtorvény
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Harmonikus rezgémozgas

o Linearis erGtorvény

@ Newton masodik tdrvénye

mx"(t) = —Dx(t)
x(0) = xo
x'(0) = vo
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Radioaktiv bomlas

o Egy részecske ugyanakkora val6szintiséggel bomlik el barmelyik
idépontban.
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Radioaktiv bomlas

o Egy részecske ugyanakkora val6szintiséggel bomlik el barmelyik
idépontban.
o Az idGegység alatt bekdvetkezett bomlasok szama egyenesen aranyos a
részecskék aktualis szamaval.
N(t+ h) — N(t) =~ —hAN(t)
N(t+ h) — N(t)

~ —AN(t)
N'(t) = —AN(t)
N(0) = No
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Radioaktiv bomlas

o Egy részecske ugyanakkora val6szintiséggel bomlik el barmelyik
idépontban.

o Az idGegység alatt bekdvetkezett bomlasok szama egyenesen aranyos a
részecskék aktualis szamaval.

N(t + h) — N(t) =~ —hAN(t)
N(t+ h) — N(t)

~ —AN(t)
N'(t) = —AN(t)
N(0) = No
@ Megoldas:
N N _5 60000
N(t) = Npe M = 2 = —
At £ 40000
22 271/2

0 2 4 6 8 10
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Differencialegyenletek

o A differencialegyenlet egy olyan egyenlet, ahol az ismeretlen egy
fliggvény és az egyenlet a fliggvény és a derivaltjai kdzott teremt
kapcsolatot.
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Differencialegyenletek

o A differencialegyenlet egy olyan egyenlet, ahol az ismeretlen egy
fliggvény és az egyenlet a fliggvény és a derivaltjai kdzott teremt
kapcsolatot.

u'(t) = £(t, u(t))
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Differencialegyenletek

o A differencialegyenlet egy olyan egyenlet, ahol az ismeretlen egy
fliggvény és az egyenlet a fliggvény és a derivaltjai kdzott teremt
kapcsolatot.

u'(t) = £(t, u(t))

o Kezdetiérték-probléma:

u'(t) = t* + tcos (u(t)), t €0, T]
x(0)=0
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Megoldas

@ A megoldas nem mindig egyértelmdi
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Megoldas

@ A megoldas nem mindig egyértelmdi

o Két kiilonbdzé megoldas

t—1\3
u(t):(t_31>3, 1<t u((t):{(3) , 0<t<1

0 L 1<t

Kupas Vendel Differencialegyenletek 2025.07.11. 8/17



Megoldas

@ A megoldas nem mindig egyértelmdi

o Két kiilonbdzé megoldas

3 o113
U(t):(t;l>, 1<t u((t):{(()3) ) g§i<1

e Ha f globalisan Lipschitz folytonos a masodik valtozéban, akkor a
megoldas egyértelm( a [0, T] intervallumon

o Altalanos esetben nem tudjuk megmondani a megoldast zart alakban.

@ Specialis esetek: Szeparabilis, Bernoulli, Ricatti, Euler
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Numerikus megoldas

@ Vegyiik a [0, T] intervallum egy felosztasat
O=t<ti<...<thn1<ty=T

@ Gyakran allandé lépskdzii idédiszkretizalast vesziink

T
tn+1_tn:h:N

1.0+

0.8

0.6 4
up ~ u(ty)

0.4 1

0.2 1

0.0 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
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Explicit Euler médszer

@ Tehat a derivaltnak egy kozelitését adja a kovetkezd formula

F(tn, u(tn)) = u'(tn);:“(fn+1{A—U(tn)

o Az igy generalt numerikus médszer

Upy1 — Up

ontl T T g
h

Un+1 = un + hf(tn, Un), n = 0,1, ce . N — ].

(tm un), n=01...N—1
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Implicit Euler médszer

@ Tehat a derivaltnak egy kozelitését adja a kovetkezd formula

u(tni1) — u(tn)

F(tni1, u(tni1)) = U'(tar1) = h

o Az igy generalt numerikus médszer

Upy1 — Up

= T =f
h

Unt1 = Up + hf(tnt1,Uny1), n=01,...N—1

(tn+]_,Un+]_), nzO,l,...N—l
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Dahlquist teszt feladat

U (t) = du(t)
u(0) = wo
e Megoldas
u(t) = upe
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Dahlquist teszt feladat

U (t) = Au(t) 08
u(0) = wo

e Megoldas

u(t) = upet

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

e Ha )\ < 0, akkor a megoldas 0-hoz tart és pozitiv
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Dahlquist teszt feladat

Upy1 = Up + hAup Upt1 = Up + hAupyq
Upt1 = (1 + hA)u, 1
Upt1 = 1— A\ Un
e Hah< —%, akkor a megoldas

0-hoz tart @ Minden h > 0 esetén

e Hah< —%, akkor a megoldas 0<

<1
pozitiv 1—hA
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Dahlquist teszt feladat

Upy1 = Up + hAup Upt1 = Up + hAupyq

Upt1 = (1 + hA)u, Upeq — 1 J
n+1 — n
1— hA

e Hah< —%, akkor a megoldas
0-hoz tart

e Hah< —%, akkor a megoldas 0<
pozitiv 1—hA

@ Minden h > 0 esetén

<1

10 — Egzakt
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Dahlquist teszt feladat

Upt1 = Up + hAup
Upt1 = (1 + hA)u,

e Hah< —%, akkor a megoldas

0-hoz tart

e Hah< —%, akkor a megoldas

pozitiv

Upy1 = Up + hAupyi
1

ntl = Tyt

@ Minden h > 0 esetén
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Egylépéses mddszerek

@ xpi1 csak az x, értéktél fligg

Uny1 = ®(up)
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Egylépéses mddszerek

@ xpi1 csak az x, értéktél fligg
Uny1 = ®(up)

@ A médszer p-ed rendben konzisztens, ha egy Iépés soran a pontos
megoldasbél indulva nagysagrendileg hP*1 hibat kovetiink el

u(tns1) = (u(tn)) + O(hPH)
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Egylépéses mddszerek

@ x,i1 csak az x, értéktél fligg

uny1 = ®(up)

@ A modszer p-ed rendben konzisztens, ha egy lépés soran a pontos
megoldasbdl indulva nagysagrendileg hP*1 hibat kovetiink el

u(tnr1) = ®(u(tn)) + O(HT)

@ Runge-Kutta moédszerek
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Megmaradasi egyenlet

o Ha a keresett fiiggvény nem csak az id6tsl fiigg és az egyenletben
parcialis derivaltak szerepelnek, akkor parcialis differencialegyenletrsl
beszéliink

o Tegyiik fel, hogy u(t,x) (t > 0,x € R) egy megmarad6é mennyiség
térbeli eloszlasanak idébeli valtozasat irja le

o Legyen F: R — R az u mozgasat leir6 fluxus
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Megmaradasi egyenlet

o Ha a keresett fiiggvény nem csak az id6tsl fiigg és az egyenletben
parcialis derivaltak szerepelnek, akkor parcialis differencialegyenletrsl

beszéliink

o Tegyiik fel, hogy u(t,x) (t > 0,x € R) egy megmarad6é mennyiség
térbeli eloszlasanak idébeli valtozasat irja le

o Legyen F: R — R az u mozgasat leir6 fluxus

/b u(t+6,x) dx — /b u(t,x) dx = /HE F(u(s,a))) ds — /t+5 F(u(s, b)) ds
/b u(t+0,x) —u(t,x) JEP Fu(s,a) ds [ F(u(s b)) ds

) )
/b Bru(t, x) dx = F(u(t,a)) — F(u(t, b)) = / Ox(F(u(t,x)))
Oeu(t, x) + Ox(F(u(t, x))) =
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Burgers' egyenlet
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Koszénom a figyelmet !
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