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Statisztika, extenziv, nem-extenziv

A valbészinlség
Szerencsejaték, biztositas, hamisitas leleplezés

Eloszlas - gyakoriség - talalati arany - valészinliség - kockazat - varhato érték - széras
p = 0.1 jelentése: 1 a 10-bdl, vagy 10 a 100-bdl, stb. >~ P, = 1.
n
PDF: P(x)dx = Prob(y|y € [x — a,x + b],b+ a = dx, dx — 0).
Normalas: [ P(x)dx = 1.

Egyenletes eloszlas U = {1W7 W iw} W — szer.
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Statisztika, extenziv, nem-extenziv

Boltzmann entrépia

szorzatra additiv

1
S[P] = Z Polog 5=, S[U] = log W. (1)
Ha Paug = P4 - Pg akkor S[AU B] = S[A] + S[B].

Bizonysag: Ppi,n2 = Pm - dno €S 21 Pm = 1,Z2 Gn2 = 1.
n n.

S[P] = log
[P] mX,r;z Pn1Qn2 O G2
= = Z Pn1 Z n2 log(qn2) — Z Pn1 log(pnt) Z Gn2
n n2 n n2
= S[p] + S[ql. @)
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Statisztika, extenziv, nem-extenziv

Boltzmann entrépia

permutacios

Ismétléses permutaciok szama, N elem, W allapot rendre Ny, No, ...Nyy realizaciéval.

!
W= Nyl-Nol .- Ny! ®

Nagy faktoridlisok logaritmusa, Stirling: log N! = Nlog N — N + O(log N).

Valészinliség P; = N;/N, Boltzmann (Gibbs, Planck, Shannon) formula

w w
log N = N |log N(1 — E P — E Pilog Pi| + ... (4)
i=1

i=1




Statisztika, extenziv, nem-extenziv

Rényi entrdpia

szorzatra additiv

Ezzel a céllal "készlt”:

1
SgIP] = s log > P (5)
i
g — 1-re a Boltzmann entrépia.

Additivitas, Py = pp1 - rnp miatt S5 P, o = (Z pg1) : (Z ’gz)-
’ nt n2

nl n2
SrlP] = 1%(7 {IogZp,‘L +logy rﬁz] = Sglp] + Srlr]. (6)
nl n2

Az egyenletes eloszlas entrdpidja: Sg[U] = log W.
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Statisztika, extenziv, nem-extenziv

Tsallis entropia

szorzatra nem additiv, nem szorzatra additiv

Itt is van egy g paraméter, ez nem additiv, de varhaté érték. Képlete

SHPl = . S (FT-P), Sl = o (WT-1) @)

Kompoziciés szabaly (Sumiyoshi Abe), alapja > pl‘?’ =14+ (1-q)Sr[p]-
i

St[P] = Srlp] + Stlql + (1 — q)Stlp] - Srlql. (8)

Példa: a szazalékok nem adddnak 6ssze, a fentihez hasonlé szabalyt kdvetnek.
20 @ 20 = 44, 20 @ (—20) = (—4).
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Statisztika, extenziv, nem-extenziv

Maximalis entrépia

egyenlétlenségek

@ Jensen: Y pif(x;)) > f(Zp,-x;) ha f”>0.
i i
a szel6 a gorbe felett /alatt=f"" >0 / '/ <0

@ Gibbs egyenlétlenség (itt f < 0):
w
SIFl =Tof (1) <(£8) = (W) = = W) = iUl

egyenletes PDF = max ent




Statisztika, extenziv, nem-extenziv

Additiv és extenziv entropia

mire additiv, mire extenziv

Dontd az allapotok szamanak fliggése a szabadsagi fokok szamatél.

Az entrépia extenziv, ha W(N) olyan, hogy Nlim S[U] « N.
—» 00

@ Boltzmann entrépia extenziv, ha W ~ 2N, mert S[U] = log W.

1
@ Tsallis entropia extenziv, ha W ~ NT=4, mert S[U] = 15 (W'=9 —1).

@ Tovabbi entrépiaképletek is vannak, tovabbi esetekre.




Mester egyenlet, entrépikus konvergencia

Mester egyenlet

definiciok

A mester egyenlet linearis a PDF-ben

P, = Z [WamPrm — WmnPn] . ) o A részletes egyensuly
= az atmeneti ratakat
szoritja meg.
Stacionarius PDF (az 6sszeg zéro)
@ Van stacionarius

0 = Z [WomQm — WinnQn] - (10) eloszlas a részletes
p egyensuly hijan is.

Részletes egyensuly (tagonként zéro) © AP — Qkonvergal az
entropikus tavolsag
w szerint.
w _ O (11)
Wnm Qn
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Mester egyenlet, entrépikus konvergencia

Mester Egyenlet

Diffazié és LGGR




Mester egyenlet, entrépikus konvergencia

Diffazio és LGGR

specialis atmeneti ratak

Difflizio: Wnm = Mm5n7m+1 o )\m6n7m,1

Mester egy.: Pn =pp_1Pr_1+ )\n+1 Pn+1 = (un —+ )\n)Pn

Folytonos verzio: 22 = 2.(vP) + 2, (DP),

ahol D(nAx) = (An + un)Ax?/2 and v(nAx) = (An — un)AX.

LGGR: Wpm = I~Lm5n,m+1 + '7"75/7’0'

LGGR mester egy.:  Pn = pin_1Pn_1 — (ttn + n)Pn 4 dn0 (7)

Folytonos LGGR: &P = — & (uP) — yP.




Mester egyenlet, entrépikus konvergencia

LGGR

bizonyos stacionarius eloszlasok

TS. Bir, Z. Néda / Physica A 499 (2018) 335-361

Table 1

Resetting and growth rates for the most common stationary PDF-s.
y(x) w(x) Q)
y m Exponential; ~e~(r/iX
y o(x+b) Tsallis-Pareto: ~(1 4+ x/b)~1"7/"
y ox? o < 1 Weibull; ~x—e~t*'™
y o(x+a)x+Db) Pearson: ~(x +a)~'"V(x 4+ b)~ '+
y oe* Gompertz: ~exp( UZe*" — x)
In(x/a) ox Log-Normal: o(x)dx ~ e~v*/% dy
X o? Gauss: ~e~*/20%
o(ax —c) ox Gamma: ~x¢ e ®
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Egyenl6tienség mérték: Gini index, gintrépia

Gini index és gintropia

A j6vedelmi egyenlétlenség mértéke

GINI

T.S.Bir6, Z.Néda, Gintropy: a Gini index based generalization of entropy, Entropy 22 (2020) 879.




Egyenl6tienség mérték: Gini index, gintrépia

Definicid

Corrado Gini 1912, Variabilita e mutabilita. Contributo allo Studio delle Distribuzioni e
delle Relationi Statistiche. Bologna, V. Puppini.

Legyen P(x) egy normalt PDF. A Gini index definicidja:

U o
G= <X+y e dy |x —y| P(x) P(y). (12)
0 0
Kumulativ népesség (a gazdag végrol): C(0) = 1.
T(x) = /dyP(y). (13)
X
Kumulativ vagyon (a gazdag végrol): F(0) = 1.
_ 1 7
F(x) = — [dyyP(y (14)
0 = 7o )
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Egyenl6tienség mérték: Gini index, gintrépia

Gini index € [0, 1]

Pareto: a népesség C(x) = 0.2 része birtokolja a vagyon F(x) = 0.8 rérszét.

oo (oo}
Teljes népesség: Nt = [dx N(x), teljes vagyon: Xt = fdx x N(x).
0 0

Ebbdl P(X) = N(X)/Nmt és (X) = )(tol/Ntol-

Barmely p-Pareto pontra: C(xp) = p; és F(xp) =1—p
PN Személy birtokol 6sszesen (1 — p) Xt vagyont.

Az eredeti indexet (12) kifejezhetjiik a kumalitvokkal is

@ = / dx P(x) [?(x) - %E(x) (15)
0

A bizonyitas hasznalja az x <> y szimmetriat.
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Egyenl6tienség mérték: Gini index, gintrépia

A Lorenz goérbe

Kumulativ vagyon vs kumulativ népesség

Egy tipikus F—C Lorenz 4bra

F(x) . A vagyon (hirnév) kumulativ
[ e — AL S .

””””” "t szazaléka, F, van abrazolva a

y > kumulativ népességgel (a
Js ‘,’f\Q | legalabb x-szer idézett publikaciok

E €1 Nne¥” © gintropy szamaval) C-sal szemben. Ez az
= w:" : 4bra a Gini indexet, G, is felfedi:
LU E G/2 a gbibe és az &tl6 kozot
Vi P : teriilet.
— [ e !
0 Ip=C(xp)i | C({x)) 1 Cw

Biré, Tamas Sandor Nem extenziv Berze



Egyenl6tienség mérték: Gini index, gintrépia

Lorenz gbrbe

Kumulativ vagyon arany vs kumulativ népesség arany

Egy tipikus F—C Lorenz kép A vagyon (hirnév) kumulativ
Fo) szazaléka, F, van abrazolva a

[ERN
N
N

........................................ kumulativ népességgel (a

legalabb x-szer idézett publikacidk
szadmaval) C-sal szemben. Ez az

“““““ maz) X gintropy &bra a Gini indexet, G, is felfedi:

F(xp)

G/2 a gobrbe és az atlé kdzotti

tertlet. Vegyik észre, hogy
dF _ x_
dc ~ (¥
dF ;

- 2= =1 vagyis x = (X).
Tt T ay x)

és o0 = max ahol

. |
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Egyenl6tienség mérték: Gini index, gintrépia

A gintrépia tulajdonsagai

altalaban az entrépiaéira emlékeztetnek

@ A gintrépia sohasem negativ: = F — C = C — F > 0 Bizonyitja az alabbi

integral N )
X/(&q) Pdy = 0/(1 —%) P(y)dy > 0

Az els6 forma, ha y > x > (x), a masodik, ha nem.
@ max omw = o((x)), do/dx = (1—x/(x)) P(x) itt valt eléjelet.
© Pareto arany ahol Cp = 5(1 — o(Cp)), Fp = 3(1+0(Cp)).
@ Konvexitas: d20/dC° = —1/ (x) P(x) < 0.

e A gintrépia képlete, o(C), néhany gyakori PDF-re olyan mint az entrépiaé.
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A Gini index evollcidja

Tarsadalom modellek, az egyenlétlenség ndvekedése

Példak

Nem extenziv Berze Tok 2026



A Gini index evolUciéja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini index példa

Kommunizmus: minden jévedelem egyenld

P(x) = §(x — a) esetén (x) = a, C(x) = ©(a— x) és h(x) = (a— x)©(a — x).

Ebbél F = (h+ xC)/ (x) = ©(a— x) és ezért

o(x) = F(x) — C(x) = 0. (16)

Kovetkezésképpen G = 0 szintén.




A Gini index evolUciéja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini index példa

Kommunizmus++ : néhanyan még egyenlébbek.

Kétcsucsu PDF, P(x) = pd(x — a) + (1 — p)d(x — b), adja hogy (x) = pa+ (1 — p)b.

T(x) = pe(a—x)+ (1 - p)O(b— x) (17)

Az érték 1 ha x < aés (1 — p) ha x € [a, b], kulébnben 0.

b
_ 1 _ _(b=ap(l-p) _ (¥ —a)(b-—(x)
6= 15 a/p(1 p)dx = .

= (18)
() (b—a){x)
A gintropia egy box fliggvény: o(C) = Go(C(b) < C < C(a)) ahol C(b) =1 — 5,
Cla)=1- 5.
G(p) = %ﬁ = max. ha a, b fix. Pareto arany Cp = ﬁ, Fp = \/5‘15\/5.
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A Gini index evolUciéja

Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini index példa

Szocialdemokracia: egyenletes esély barmely jovedelemre — hatarok kézt

A PDF ugrésos: P(x) = ﬁ O(a< x < b). Akumulativ népesség

1 (x < a)
C(x) = b%"; otherwise (19)
0 (b<x)

Nyilvan (x) = (a+ b)/2 és a Gini index
(b x)2 _1b-—a

. Lot -~ o b—a
A gintropia: o(C) = 32 @i = ©)
Ha a = 0 akkor o = max C = 1/2-nél — atlag = median; Pareto: Fp/Cp = 62/38

Biré, Tamas Sandor Nem extenziv Berze



A Gini index evolUciéja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini index példa

Természetes (Hobbes, Darwin)

APDF: P(x) = qze /.

A megfeleld kumulativ: C(x) = e=*/¢X). A Gini index

1 1
=1 — — [e=2X/Xgxy = —. 29
G 7 /e X 5 (21)

A gintrépia formula konstrukcioja:

oo
h = /e—y/<X> dy = (x) e X/, (22)

X

() F=h+xC=(x+(x)e /) s 0 = e x/ (). o =-ChhC !

Nem extenziv Berze T6



A Gini index evolUciéja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini index példa

Kapitalizmus: Tsallis — Pareto PDF

Start: C(x) = (1 + Ax) =B~ vezet h(x) = 45(1 + Ax)~B-hez. Ebbdl
(x) = h(0) = 1/AB.

A Gini index
oo
B+ 1
= 1-AB [(1+ Ax)~?5=2dx = : 2
G /( + Ax) dx 2B+ 1 (23)
0
A gintropia
_ B _
o = Ax(B+1)(1 + Ax)"B-1 = (B+1) (CE’+1 - C). (24)
With g = z2; we have o(C) = ﬁ(éq —C)and G= q%.
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A Gini index evolUciéja

Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gintrépia

Pareto q paraméterrel

gintropies
1 T T T T
a=2 —
a=1—
08 - g q=312
q=1/5
. 06 g Pareto line
5
" oaf 4
02} -
0 L L L L A

Cbar
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A Gini index evollcioja

Tarsadalom modellek, az egyenlétlenség ndvekedése

Gintropia

Forras

@ entropy [MBPL

Article

Gintropy: Gini Index Based Generalization of Entropy

Tamais S. Biré 12 and Zoltin Néda 3*

1
2
3

*

Wigner Research Centre for Physics, 1121 Budapest, Hungary; biro.tamas@wigner.hu
Complexity Science Hub, 1080 Vienna, Austria

Department of Physics, Babeg—Bolyai University, 400084 CIuj-Napoca, Romania
Correspondence: zneda@phys.ubbcluj.ro
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A Gini index evollcioja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gintropia
Flggvények

Entropy 2020, 22, 879 110f13

Table 1. Summary of PDFs, the gintropy formulas and Gini index values for some ideal income/wealth
distribution schemes.

p(¥) o(C) ¢
I— ~CInC :
natural ) e CInC 2
-1
—t 1 s 1 1
itali A -9 — (c1- — >
capitalism = (1+ Ax) —q (C C) q+ = 2
-wind L_(@(b-x) - 36C1-0) Sivast
eco-window = 3bta—3
' (b—a)g (1—w)
communism+  wd(x—a)+ (1-w)é(x=b) GOEC(@)~C)=OCE) ~C) 1w
communism o(x—a) 0 0
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Tarsadalom modellek, az egyenlétlenség ndvekedése

Gintropia

Flggvenygorbek
1 0.6 T T
L - i
] o ~ b communism--+
> P 7’ s | —-—- eco-window
0.8 =y g 1 —— natural
K 7/ -- capitalism
7 ’
0.6 4 i
— i 7
F s Y |
7 /
0.4 / i 1
e communism++ 1
H (Ve ——— eco-window
o2 Hf |/ -~ natural 8 g
J4° capitalism
y P
o . . |
0 0.2 04 =06 0.8 1 !

Figure 3. (a) F - C Lorenz curves in one comparison and (b) the corresponding gintropy curves, o (C),
for the communism++, eco-window, natural and capitalism models. The Gini indices are G = 0.3,
G =2/9,G=1/2and G = 4/7, respectively.
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A Gini index evolUciéja

Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gintropia

Kapcsolat mas mennyiségekkel

Gini index és gintropia

1
G = [dC 24(C). (25)
/

Boltzmann entrépia a gintropiabdl




A Gini index evollcidja

Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Az egyenldtlenségmerték evolucidja

LGGR + linearis preferencia

Folytonos LGGR szerint:

7] 7]
—P:= ——(uP)—~P 28
B o P = (28)
ahol pu(x) = X - (x + b) és y(x) = ~.
A kumulans evoluciéja
2E+,\ (x+b)36+ C =0 (29)
at ax - YT
Az atlag evollcidja
d
20 = A=) 0. (30)

Ha X < ~ akkor a végérték (x) . = Ab/(A — )




A Gini index evollcidja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini evolucié

linearis preferenciaju LGGR

oo
Megfigyelve, hogy (x) G = [f(C)dx ahol f(z) = z(1 — z) kapjuk:
0
aC
— f(C)— dx. 31
Zlwal = / )57 o 31)
Némi integralas, of%dx = (x), és f@zdx = (x) (1 — G), oda vezet, hogy
0 0

%[(x)u - G)] :Z/E%de = —2)\/(x+b)——dx 27/0 dx. (32
0 0

A végsd eredmény:

% () (1= @) =Ab+ (A —27)[(x) (1 = G)]. (33)
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A Gini index evollcidja
Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini evolucié

a lin.pref. LGGR analitikus eredményei

Ha )\ < v < 2+ (redlis), akkor a célértékek
Ab G 5

X) — ——, — .
x) y—A 2y — A

Kilénben (x) — oo (6rok inflacid) és G — 1.
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A Gini index evollcidja

Tarsadalom modellek, az egyenldtlenség névekedése

Gini evolucié

numerikus eredmények: Lorenz map, Gini index

Végs6 PDF: Tsallis—Pareto.

Kezdeti PDF: P(x) = §(x) (mind szegény).

15 20

0.0
[ 5 10
time
Figure 2. Time evolution of the Lorenz curve (upper panel) and the Gini index (lower panel). The

steady dotted line in the lower panel corresponds to the final stationary Gini index

Nem extenziv Berze Tok 2026
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A hadronok statisztikajardl

LGGR és a hadronizacio

allapotfliggd atmenetek

Ha mar van n hadron, un rataval keletkezik egy Gjabb hadron; v, rataval torténik egy
visszaolvadas a kvarkanyagba (n = 0)
Kiindulas
n
o= o (14+2)(m, = o(n—n). (35)

Ha n > (n), azaz tul sok a hadron, a visszaolvadasi rata pozitiv, kiilénben negativ.

Mn+“{n:Un(1+<,(L>) > 0.




A hadronok statisztikajardl

LGGR hadronization

stationary multiplicity distribution

A fenti ratak NBD-t adnak:

@ n
Q :(n+k71) (k) (36)
n n <1 N ﬂ>k+n
k
A masodik skala-kumulansban megmondja a k paramétert:
(n(n—1)) 1
F = =14+ —. 37
2 2 p (37)
Poisson limesz: k — oco.
A momentum-general6 fliggvény:
— S —nBe __ @ —Be K
Z(Be) = > Qne = [T+ = (38)
n=0

Biré, Tamas Sandor Nem extenziv Berze



A hadronok statisztikajardl

LGGR hadronizacio

Fazistérfogatok

Fazistér a végallapotban: R-sugari N-gémb a p-adikus norma szerint:
r(1 4 LN

Vi = ——B 2RV (39)
r+ 5)

N = ng dimenziéban n részecske szabadon mozog g irdnyban. (p = 1 kar6, p = 2
gémb, p — oco: 2R-oldalhosszu hiperkocka)

Adott dsszenergia héj: Q') (E) = L VP
Részecske hozam e részenergiaval a teljes E-bol:
aP ()l (E -

() _ )
P = : (40)
Mo al)(E)

Igaz ra, hogyfrp) (e, E)de = 1.
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A hadronok statisztikajardl

LGGR hadronizacio

Energiahéj aranyok a fazistérben

Nem.rel.: g = 2 dimenzid, p = 2 gdmb; N = 2n;

Extr.rel.: g = 1 a jet mentén, p = 1 norma; N = n;

M _ @ _n=1/ e\n2
m=na="5 (-2 41)

Ezt a kdzds r aranyt atlagoljuk (n — 2) Gj hadronra NBD-vel:

=30 = ~ L f(e/E) 42

ahol a spektrdlis alakfaktor

f(x) = (1 — x) (1 + i x) B (43)




A hadronok statisztikajardl

LGGR hadronizacio

Az alakfiggvény tulajdonsagai

Vizsgaljuk a "puha” spektrumot, ¢ < E, magas multiplicitads mellett.

Hatarmenet E — oo, (n) — oo ésfix E/(n) = T.

—k—1
r — 1T (1 i 1} ;) (44)

A k — oo eset (Poisson hadronszam) exponencialist ad.

Nota: f(x) a hadronok kumulativ szama xE energia felett, egészen E-ig.




A hadronok statisztikajardl

Osszefoglald

...és lizenet

0 Statisztika, extenziv, nem extenziv
e Nem helyes mindig mindent 6sszeadni (Id. szazalék)
e kommunizmustol a kapitalizmusig, jovedelem, részecskék

@ Egész entropia csaladok alkalmazhatok
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A hadronok statisztikajardl
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Statisztika, extenziv, nem-extenziv
Mester egyenlet, entrépikus konvergencia
Egyenlétlenség mérték: Gini index, gintropia
Téarsadalom modellek, az egyenlétlenség ndvekedése
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A hadronok statisztikajarél
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