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Parádfürfő, Csevice Tábor, 19. Berze Tök, 2026.07.07.
Biró, Tamás Sándor Nem extenziv Berze Tök 2026 1 / 45



Statisztika, extenzív, nem-extenzív
Mester egyenlet, entrópikus konvergencia
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A valószínűség
Szerencsejáték, biztosítás, hamisítás leleplezés

Eloszlás - gyakoriság - találati arány - valószínűség - kockázat - várható érték - szórás

p = 0.1 jelentése: 1 a 10-ből, vagy 10 a 100-ból, stb.
∑
n

Pn = 1.

PDF: P(x)dx = Prob(y |y ∈ [x − a, x + b], b + a = dx , dx → 0).

Normálás:
∫

P(x)dx = 1.

Egyenletes eloszlás U =
{

1
W , 1

W , . . . 1
W

}
W − szer .
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Boltzmann entrópia
szorzatra additív

S[P] =
∑

n
Pn log

1
Pn
, S[U] = log W . (1)

Ha PA∪B = PA · PB akkor S[A ∪ B] = S[A] + S[B].

Bizonyság: Pn1,n2 = pn1 · qn2 és
∑
n1

pn1 = 1,
∑
n2

qn2 = 1.

S[P] =
∑

n1,n2

pn1qn2 log
1

pn1qn2

= −
∑
n1

pn1
∑
n2

qn2 log(qn2)−
∑
n1

pn1 log(pn1)
∑
n2

qn2

= S[p] + S[q]. (2)
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Boltzmann entrópia
permutációs

Ismétléses permutációk száma, N elem, W állapot rendre N1,N2, ...NW realizációval.

N =
N!

N1! · N2! · . . . · NW !
(3)

Nagy faktoriálisok logaritmusa, Stirling: log N! ≈ N log N − N +O(log N).

Valószínűség Pi = Ni/N, Boltzmann (Gibbs, Planck, Shannon) formula

logN = N

[
log N(1−

W∑
i=1

Pi ) −
W∑

i=1

Pi log Pi

]
+ . . . (4)
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Rényi entrópia
szorzatra additív

Ezzel a céllal ”készült”:
SR [P] =

1
1− q

log
∑

i

Pq
i (5)

q → 1-re a Boltzmann entrópia.

Additivitás, Pn = pn1 · rn2 miatt
∑
n1

∑
n2

Pq
n1,n2 =

(∑
n1

pq
n1

)
·
(∑

n2
rq
n2

)
.

SR [P] =
1

1− q

[
log
∑
n1

pq
n1 + log

∑
n2

rq
n2

]
= SR [p] + SR [r ]. (6)

Az egyenletes eloszlás entrópiája: SR [U] = log W .
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Tsallis entrópia
szorzatra nem additív, nem szorzatra additív

Itt is van egy q paraméter, ez nem additív, de várható érték. Képlete

ST [P] =
1

1− q

∑
i

(
Pq

i − Pi
)
, ST [U] =

1
1− q

(
W 1−q − 1

)
(7)

Kompozíciós szabály (Sumiyoshi Abe), alapja
∑

i
pq

i = 1 + (1− q)ST [p].

ST [P] = ST [p] + ST [q] + (1− q)ST [p] · ST [q]. (8)

Példa: a százalékok nem adódnak össze, a fentihez hasonló szabályt követnek.

20⊕ 20 = 44, 20⊕ (−20) = (−4).
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Maximális entrópia
egyenlőtlenségek

Jensen:
∑

i
pi f (xi ) ≥ f

(∑
i

pi xi

)
ha f ′′ > 0.

a szelő a görbe felett / alatt = f ′′ > 0 / f ′′ < 0

Gibbs egyenlőtlenség (itt f ′′ < 0):

S[P] =
∑

i
pi f
(

1
pi

)
≤ f

(∑
i

pi
pi

)
= f (W ) =

W∑
i=1

1
W f (W ) = S[U].

egyenletes PDF→ max ent
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Additív és extenzív entrópia
mire additív, mire extenzív

Döntő az állapotok számának függése a szabadsági fokok számától.

Az entrópia extenzív, ha W (N) olyan, hogy lim
N→∞

S[U] ∝ N.

Boltzmann entrópia extenzív, ha W ∼ 2N , mert S[U] = log W .

Tsallis entrópia extenzív, ha W ∼ N
1

1−q , mert S[U] = 1
1−q

(
W 1−q − 1

)
.

További entrópiaképletek is vannak, további esetekre.
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Mester egyenlet
definíciók

A mester egyenlet lineáris a PDF-ben

Ṗn =
∑

m
[wnmPm − wmnPn] . (9)

Stacionárius PDF (az összeg zéró)

0 =
∑

m
[wnmQm − wmnQn] . (10)

Részletes egyensúly (tagonként zéró)

wmn

wnm
=

Qm

Qn
. (11)

1 A részletes egyensúly
az átmeneti rátákat
szorítja meg.

2 Van stacionárius
eloszlás a részletes
egyensúly híján is.

3 A P → Q konvergál az
entrópikus távolság
szerint.
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Diffúzió és LGGR
speciális átmeneti ráták

Diffúzió: wnm = µmδn,m+1 + λmδn,m−1

Mester egy.: Ṗn = µn−1Pn−1 + λn+1Pn+1 − (µn + λn)Pn

Folytonos verzió: ∂P
∂t = ∂

∂x (vP) + ∂2

∂x2 (DP),

ahol D(n∆x) = (λn + µn)∆x2/2 and v(n∆x) = (λn − µn)∆x .

LGGR: wnm = µmδn,m+1 + γmδn,0.

LGGR mester egy.: Ṗn = µn−1Pn−1 − (µn + γn)Pn + δn,0 〈γ〉

Folytonos LGGR: ∂
∂t P = − ∂

∂x (µP)− γP.
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Egyenlőtlenség mérték: Gini index, gintrópia
Társadalom modellek, az egyenlőtlenség növekedése
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LGGR
bizonyos stacionárius eloszlások ν = γ

σ(b−a)
.
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A hadronok statisztikájáról

Biró, Tamás Sándor Nem extenziv Berze Tök 2026 14 / 45



Statisztika, extenzív, nem-extenzív
Mester egyenlet, entrópikus konvergencia
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Gini index és gintrópia
A jövedelmi egyenlőtlenség mértéke

© -
G I N I

T.S.Biró, Z.Néda, Gintropy: a Gini index based generalization of entropy, Entropy 22 (2020) 879.
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Definíció
Corrado Gini 1912, Variabilità e mutabilità. Contributo allo Studio delle Distribuzioni e
delle Relationi Statistiche. Bologna, V. Puppini.

Legyen P(x) egy normált PDF. A Gini index definíciója:

G ≡
〈|x − y |〉
〈x + y〉

=
1

2 〈x〉

∞∫
0

dx

∞∫
0

dy |x − y | P(x) P(y). (12)

Kumulatív népesség (a gazdag végről): C(0) = 1.

C(x) ≡
∞∫

x

dy P(y). (13)

Kumulatív vagyon (a gazdag végről): F (0) = 1.

F (x) ≡
1
〈x〉

∞∫
x

dy y P(y). (14)
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Gini index ∈ [0,1]
Pareto: a népesség C(x) = 0.2 része birtokolja a vagyon F (x) = 0.8 rérszét.

Teljes népesség: Ntot =
∞∫
0

dx N(x), teljes vagyon: Xtot =
∞∫
0

dx x N(x).

Ebből P(x) = N(x)/Ntot és 〈x〉 = Xtot/Ntot.

Bármely p-Pareto pontra: C(xP) = p; és F (xP) = 1− p
pNtot személy birtokol összesen (1− p)Xtot vagyont.

Az eredeti indexet (12) kifejezhetjük a kumalítvokkal is

G =

∞∫
0

dx P(x)

[
F (x)−

x
〈x〉

C(x)

]
(15)

A bizonyítás használja az x ↔ y szimmetriát.
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A Lorenz görbe
Kumulatív vagyon vs kumulatív népesség

Egy tipikus F–C Lorenz ábra

!̅($)

&'($)
1

10

((!̅)

) = !̅($+)

1−
)
=
&' (
$ +
) (./0

!̅( $ )

gintropy

A vagyon (hírnév) kumulatív

százaléka, F , van ábrázolva a

kumulatív népességgel (a

legalább x-szer idézett publikációk

számával) C-sal szemben. Ez az

ábra a Gini indexet, G, is felfedi:

G/2 a görbe és az átló közötti

terület.
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Lorenz görbe
Kumulatív vagyon arány vs kumulatív népesség arány

Egy tipikus F–C Lorenz kép

!̅($)

&'($)
1

10

((!̅)

) = !̅($+)

1−
)
=
&' (
$ +
) (./0

!̅( $ )

gintropy

A vagyon (hírnév) kumulatív

százaléka, F , van ábrázolva a

kumulatív népességgel (a

legalább x-szer idézett publikációk

számával) C-sal szemben. Ez az

ábra a Gini indexet, G, is felfedi:

G/2 a görbe és az átló közötti

terület. Vegyük észre, hogy
dF
dC

= x
〈x〉 és σ = max ahol

dF
dC

= 1 vagyis x = 〈x〉.
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A gintrópia tulajdonságai
általában az entrópiáéira emlékeztetnek

1 A gintrópia sohasem negatív: σ = F − C = C − F ≥ 0 Bizonyítja az alábbi
integrál

∞∫
x

(
y
〈x〉
− 1
)

P(y)dy =

x∫
0

(
1−

y
〈x〉

)
P(y)dy ≥ 0

Az első forma, ha y ≥ x ≥ 〈x〉, a második, ha nem.

2 max σmax = σ(〈x〉), dσ/dx =
(
1− x/ 〈x〉

)
P(x) itt vált előjelet.

3 Pareto arány ahol CP = 1
2 (1− σ(CP)), F P = 1

2 (1 + σ(CP)).

4 Konvexitás: d2σ/dC
2

= −1/ 〈x〉P(x) < 0.

5 A gintrópia képlete, σ(C), néhány gyakori PDF-re olyan mint az entrópiáé.
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© -
Példák
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A Gini index evolúciója

Gini index példa
Kommunizmus: minden jövedelem egyenlő

P(x) = δ(x − a) esetén 〈x〉 = a, C(x) = Θ(a− x) és h(x) = (a− x)Θ(a− x).

Ebből F = (h + xC)/ 〈x〉 = Θ(a− x) és ezért

σ(x) = F (x) − C(x) = 0. (16)

Következésképpen G = 0 szintén.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Fb
a
r

Cbar
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A Gini index evolúciója

Gini index példa
Kommunizmus++ : néhányan még egyenlőbbek.

Kétcsúcsú PDF, P(x) = pδ(x − a) + (1− p)δ(x − b), adja hogy 〈x〉 = pa + (1− p)b.

C(x) = pΘ(a− x) + (1− p)Θ(b − x) (17)

Az érték 1 ha x ≤ a és (1− p) ha x ∈ [a, b], különben 0.

G =
1
〈x〉

b∫
a

p(1− p)dx =
(b − a)p(1− p)

〈x〉
=

(〈x〉 − a)(b − 〈x〉)
(b − a) 〈x〉

. (18)

A gintrópia egy box függvény: σ(C) = G Θ(C(b) ≤ C ≤ C(a)) ahol C(b) = 1
2 −

p
2 ,

C(a) = 1− p
2 .

G(p) =
√

b−
√

a√
b+
√

a
= max. ha a, b fix. Pareto arány CP =

√
a√

a+
√

b
, FP =

√
b√

a+
√

b
.
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A Gini index evolúciója

Gini index példa
Szociáldemokrácia: egyenletes esély bármely jövedelemre – határok közt

A PDF ugrásos: P(x) = 1
b−a Θ(a ≤ x ≤ b). A kumulatív népesség

C(x) =


1 (x < a)

b−x
b−a otherwise

0 (b < x)

(19)

Nyilván 〈x〉 = (a + b)/2 és a Gini index

G = 1−
1
〈x〉

a +

b∫
a

(b − x)2

(b − a)2
dx

 =
1
3

b − a
b + a

. (20)

A gintrópia: σ(C) = b−a
b+a C(1− C).

Ha a = 0 akkor σ = max C = 1/2-nél → átlag = medián; Pareto: FP/CP ≈ 62/38
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A hadronok statisztikájáról

A Gini index evolúciója

Gini index példa
Természetes (Hobbes, Darwin)

A PDF: P(x) = 1
〈x〉 e
−x/〈x〉.

A megfelelő kumulatív: C(x) = e−x/〈x〉. A Gini index

G = 1 −
1
〈x〉

∞∫
0

e−2x/〈x〉dx =
1
2
. (21)

A gintrópia formula konstrukciója:

h =

∞∫
x

e−y/〈x〉 dy = 〈x〉 e−x/〈x〉. (22)

〈x〉F = h + xC = (x + 〈x〉)e−x/〈x〉 és σ = x
〈x〉 e
−x/〈x〉. σ = −C ln C !
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A Gini index evolúciója

Gini index példa
Kapitalizmus: Tsallis – Pareto PDF

Start: C(x) = (1 + Ax)−B−1 vezet h(x) = 1
AB (1 + Ax)−B-hez. Ebből

〈x〉 = h(0) = 1/AB.

A Gini index

G = 1− AB

∞∫
0

(1 + Ax)−2B−2dx =
B + 1

2B + 1
. (23)

A gintrópia

σ = Ax(B + 1)(1 + Ax)−B−1 = (B + 1)

(
C

B
B+1 − C

)
. (24)

With q = B
B+1 we have σ(C) = 1

1−q (C
q − C) and G = 1

q+1 .
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A Gini index evolúciója

Gintrópia
Pareto q paraméterrel
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Gintrópia
Forrás
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Függvények
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Függvénygörbék
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A Gini index evolúciója

Gintrópia
Kapcsolat más mennyiségekkel

Gini index és gintrópia

G =

1∫
0

dC 2σ(C). (25)

Boltzmann entrópia a gintrópiából

SB = ln 〈x〉 +

1∫
0

dC ln

(
−

d2σ

dC
2

)
. (26)

Nem-Possionitás a gintrópiából

∞∫
0

dx σ(x) =
δx2

〈x〉
. (27)
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A Gini index evolúciója

Az egyenlőtlenségmérték evolúciója
LGGR + lineáris preferencia

Folytonos LGGR szerint:
∂

∂t
P := −

∂

∂x
(µP)− γP (28)

ahol µ(x) = λ · (x + b) és γ(x) = γ.

A kumuláns evolúciója

∂

∂t
C + λ · (x + b)

∂

∂x
C + γC = 0. (29)

Az átlag evolúciója
d
dt
〈x〉 = λb + (λ− γ) 〈x〉 . (30)

Ha λ < γ akkor a végérték 〈x〉∞ = λb/(λ− γ)
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Gini evolúció
lineáris preferenciájú LGGR

Megfigyelve, hogy 〈x〉G =
∞∫
0

f (C)dx ahol f (z) = z(1− z) kapjuk:

d
dt

[〈x〉G] =

∞∫
0

f ′(C)
∂C
∂t

dx . (31)

Némi integrálás,
∞∫
0

Cdx = 〈x〉, és
∞∫
0

C
2
dx = 〈x〉 (1− G), oda vezet, hogy

d
dt

[〈x〉 (1− G)] = 2

∞∫
0

C
∂

∂t
C dx = −2λ

∞∫
0

(x + b)
∂

∂x
C

2

2
dx − 2γ

∞∫
0

C
2
dx . (32)

A végső eredmény:

d
dt

[〈x〉 (1− G)] = λb + (λ− 2γ) [〈x〉 (1− G)] . (33)
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A Gini index evolúciója

Gini evolúció
a lin.pref. LGGR analitikus eredményei

Ha λ < γ < 2γ (reális), akkor a célértékek

〈x〉 −→
λb
γ − λ

, G −→
γ

2γ − λ
. (34)

Különben 〈x〉 → ∞ (örök infláció) és G→ 1.
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A Gini index evolúciója

Gini evolúció
numerikus eredmények: Lorenz map, Gini index

Kezdeti PDF: P(x) = δ(x) (mind szegény). Végső PDF: Tsallis–Pareto.
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A hadronok statisztikájáról

Biró, Tamás Sándor Nem extenziv Berze Tök 2026 37 / 45



Statisztika, extenzív, nem-extenzív
Mester egyenlet, entrópikus konvergencia
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LGGR és a hadronizáció
állapotfüggő átmenetek

Ha már van n hadron, µn rátával keletkezik egy újabb hadron; γn rátával történik egy
visszaolvadás a kvarkanyagba (n = 0)

Kiindulás
µn = σ

(
1 +

n
k

)
〈n〉 , γn = σ (n − 〈n〉) . (35)

Ha n > 〈n〉, azaz túl sok a hadron, a visszaolvadási ráta pozitív, különben negatív.

µn + γn = σn
(

1 + 〈n〉
k

)
≥ 0.
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LGGR hadronization
stationary multiplicity distribution

A fenti ráták NBD-t adnak:

Qn =
(n + k − 1

n

) (
〈n〉
k

)n

(
1 + 〈n〉

k

)k+n (36)

A második skála-kumulánsban megmondja a k paramétert:

F2 =
〈n(n − 1)〉
〈n〉2

= 1 +
1
k
. (37)

Poisson limesz: k →∞.

A momentum-generáló függvény:

Z (βε) ≡
∞∑

n=0

Qne−nβε =

[
1 +
〈n〉
k

(1− e−βε)
]−k

. (38)
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LGGR hadronizáció
Fázistérfogatok

Fázistér a végállapotban: R-sugarú N-gömb a p-adikus norma szerint:

V (p)
N =

Γ(1 + 1
p )N

Γ(1 + N
p )

(2R)N (39)

N = ng dimenzióban n részecske szabadon mozog g irányban. (p = 1 káró, p = 2
gömb, p →∞: 2R-oldalhosszú hiperkocka)

Adott összenergia héj: Ω
(p)
N (E) = d

dE V (p)
N .

Részecske hozam ε részenergiával a teljes E-ből:

r (p)
N,g =

Ω
(p)
g (ε)Ω

(p)
N−g(E − ε)

Ω
(p)
N (E)

. (40)

Igaz rá, hogy
E∫
0

r (p)
N,g(ε,E)dε = 1.
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LGGR hadronizáció
Energiahéj arányok a fázistérben

Nem.rel.: g = 2 dimenzió, p = 2 gömb; N = 2n;

Extr.rel.: g = 1 a jet mentén, p = 1 norma; N = n;

r (1)
n,1 = r (2)

n,2 =
n − 1

E

(
1−

ε

E

)n−2
. (41)

Ezt a közös r arányt átlagoljuk (n − 2) új hadronra NBD-vel:

〈r〉 ≡
∞∑

n=2

r (1)
n,1Qn−2 = −

d
dε

f (ε/E), (42)

ahol a spektrális alakfaktor

f (x) = (1− x)

(
1 +
〈n〉
k

x
)−k

(43)

f (0) = 1 és f (1) = 0, 〈r〉 integrálja 1.
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Egyenlőtlenség mérték: Gini index, gintrópia
Társadalom modellek, az egyenlőtlenség növekedése
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LGGR hadronizáció
Az alakfúggvény tulajdonságai

Vizsgáljuk a ”puha” spektrumot, ε� E , magas multiplicitás mellett.

Határmenet E →∞, 〈n〉 → ∞ és fix E/ 〈n〉 = T .

〈r〉 →
1
T

(
1 +

1
k
ε

T

)−k−1
(44)

A k →∞ eset (Poisson hadronszám) exponenciálist ad.

Nota: f (x) a hadronok kumulatív száma xE energia felett, egészen E-ig.
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Összefoglaló
. . . és üzenet

1 Statisztika, extenzív, nem extenzív

2 Nem helyes mindig mindent összeadni (ld. százalék)

3 kommunizmustól a kapitalizmusig, jövedelem, részecskék

4 Egész entrópia családok alkalmazhatók
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Questions?

1985 2004 2023
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