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Kauzalitás és pont-mechanika

Relativisztikus részecskefizika = relativisztikus kvantumtérelmélet

(QFT)

Relativisztikus pont-mechanika: szükséges / lehetséges?

• Dirac (’49): három lehetséges formalizmus (nem bizonýıtotta, hogy

konzisztensek)

“instant form”: pillanatszerű távolhatás

• Thomas, Havas, Foldy,...
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Figure 1: Ha az egyik részecske mozgásállapotát az A téridő pontban megváltoztatjuk, erről a

másik részecske legkorábban a B téridőpontban értesülhet, a hatás nem terjedhet pillanatszerűen az

egyidejű Bo téridő pontba.
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• Currie, Jordan, Sudarshan ’63, Leutwyler ’65 “no-interaction” tétel

szokásos kanonikus nechanika: {xia}ra=1 {pia}ra=1kanonikus változók

Hamilton-függvény: H(x, p)

további 9 Poincaré generátor, melyek geometriailag hatnak a

részecske-koordinátákon (világvonal-feltétel WLC)

⇓

Csak szabad részecskerendszer a megoldás!

• Currie ’66, Hill ’67 {xia} koordináták kanonikusságát kell csak feladni

⇒ Currie-Hill (CH) egyenletek

• ’80-as évek: Todorov, Komar, Samuel, Sudarshan, Mukunda...

konkrét konstrukciók (Hamiltoni redukció)

1 + 1 dimenziós példák
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Pont-mechanika (M)

xµ: téridő koordináták µ = 0, 1, 2, 3

xi: tér koordináták i = 1, 2, 3 x0 = ct

{xia(t)}ra=1 r-részecske trajektóriák

alternat́ıv léırás: {xµa(τa)} x0a(τa) ∼ ct
dx0a
dτa

> 0

fázistér: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

pont-mechanikai rendszer: {xia(t; ξ)} függvények
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Példák:

• természetes fázistér: yia = xia(0) via = ẋi(0) [6r]

• szórási problémák: {ȳia, v̄ia} [6r]

lim
t→−∞

{
xia(t)−

(
ȳia + v̄iat

)}
= 0

• absztrakt fázistér: {pA, qA} A = 1, 2, . . . , f [2f ]
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Relativisztikus pont-mechanika (RM)

Poincaré transzformáció:

x̃µ = −Aµ + Lµνx
ν LµνLµω = ηνω

10 generátor: {Ĥ, P̂i, L̂i, K̂i}

kommutációs relációk:

[Ĥ, P̂i] = 0 [Ĥ, L̂i] = 0 [Ĥ, K̂i] = P̂i

[L̂i, P̂j] = εijmP̂m [L̂i, L̂j] = εijmL̂m [L̂i, K̂j] = εijmK̂m

[P̂i, P̂j] = 0 [P̂i, K̂j] = 1
c2
δijĤ [K̂i, K̂j] = − 1

c2
εijmL̂m
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{xµa(τa)}ra=1 ∼ X(ξ) részhalmaz téridőben

Poincaré transzformált trajektóriák:

Λ(g;X) : Λ
(
g2; Λ(g1;X)

)
= Λ(g2g1;X)

Relativisztikus mechanika

Létezik L(g; ξ): Poincaré hatása a fázistéren

X
(
L(g; ξ)

)
= Λ

(
g;X(ξ)

)
Csoporthatás:

X
(
L(g2;L(g1; ξ)

))
= Λ

(
g2;X

(
L(g1; ξ)

))
= Λ

(
g2; Λ(g1; ξ)

)
= Λ(g2g1; ξ) = X

(
L(g2g1; ξ)

)
L
(
g2;L(g1; ξ)

)
= L(g2g1; ξ)
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x̃ia = −Ai + Lijx
j
a + Lioxoa x̃oa = −Ao + Lojx

j
a + Looxoa

argumentum: xoa = cta ⇒ x̃oa = ct

xia
(
t;L(g, ξ)

)
= −Ai + Lijx

j
a(ta; ξ) + Liocta

−Ao + Lojx
j
a(ta; ξ) + Loocta = ct

for infinitesimal transformations: g = 1 + εATA + O(ε2)

Aµ ≈ αµ Lµν ≈ δµν + λµν ta ≈ t+ σa

εAQ̂A xia(t) = −αi + λijx
j
a(t) + σaẋ

i
a(t) + λio ct

− αo + λojx
j
a(t) + cσa + λoo ct = 0
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időeltolás

εAQ̂A = αoĤ/c αi = λµν = 0

σa = αo/c αoĤxia = αoẋia

Ĥxia = ẋia

téreltolás

εAQ̂A = αjP̂j αo = λµν = 0

σa = 0 αjP̂jx
i
a = −αi

P̂jx
i
a = −δij

forgás

L̂jx
i
a = εjikx

k
a
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Lorentz boost

εAQ̂A = ujK̂j αµ = λij = 0 λjo = λoj = uj/c

σa = −ujxja/c2 ujK̂jx
i
a = −ukxkaẋia/c2 + uit

K̂jx
i
a = − 1

c2
xjaẋ

i
a + δijt
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Világvonal feltételek (WLC)

yia = xia(0) via = ẋia(0) µia = ẍia(0)

Ĥyia = via Ĥvia = µia
P̂iy

k
a = −δik

L̂iy
k
a = εikly

l
a

K̂iy
k
a = − 1

c2
yiav

k
a


P̂iv

k
a = 0

L̂iv
k
a = εiklv

l
a

K̂iv
k
a = δik − 1

c2
viav

k
a − 1

c2
yiaµ

k
a
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Predikt́ıv mechanika (PM)

Természetes fázistér (6r dimenziós)

ξ : {yia, via}

trajektóriák: xia(t; y, v) xia(0; y, v) = yia ẋia(0; y, v) = via

gyorsulás: ẍia(t; y, v)

⇓

Newtoni egyenletek: ẍia(t) = µia
(
x(t), ẋ(t)

)
dinamika:

Ĥ =
∑
a

{
via

∂
∂yia

+ µia(y, v) ∂
∂via

}
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Predikt́ıv relativisztikus mechanika (PRM)

Poincaré generátorok:

P̂i = −
∑
a

∂
∂yia

L̂i = εijk
∑
a

{
yka

∂

∂y
j
a

+ vka
∂

∂v
j
a

}
K̂i =

∑
a

{
− 1
c2
yiav

k
a
∂
∂yka

+
(
δik − 1

c2
viav

k
a − 1

c2
yiaµ

k
a

)
∂
∂vka

}

Poincaré Lie algebra relációk: megszoŕıtások a µia gyorsulásokra

eltolás: µia csak a relat́ıv távolságoktól függhet

forgás: µia a vektor-változók vektoriális függvénye
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[Ĥ, K̂i] = P̂i ⇒ Currie-Hill (CH) egyenletek

∑
b

{
∂µia
∂vk
b

+ 1
c2

(xka − xkb)v
j
b
∂µia
∂x

j
b

+ 1
c2

(xka − xkb)µ
j
b
∂µia
∂v

j
b

− 1
c2
vkb v

j
b
∂µia
∂v

j
b

}
+ 2
c2
vkaµ

i
a + 1

c2
µkav

i
a = 0

PRM-1 {H,Pi,Li,Ki} mennyiségek léteznek

PRM-2 fázistéren szimplektikus struktúra (Poisson zj)

Ĥ = {H, . . . } P̂i = {Pi, . . . } etc.
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Kanonikus relativisztikus mechanika (CRM)

• szimplektikus struktúra a fázistéren

• 10 Poincaré generátor adott: {H,Pi,Li,Ki}

• {yia} trajectória változók adottak

• Világvonal feltételek teljesülnek:

{Pi, yka} = −δik

{Li, yka} = εikl y
l
a

{Ki, yka} = − 1
c2
yia{H, yka}
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Ruijsenaars-Schneider modellek

1 + 1 dimenziós “toy” modellek

1 + 1 dim Poincaré: {H,P} = 0 {H,K} = P {P,K} = H/c2

WLC: {P, xa} = −1 {K, xa} = −xa{H, xa}/c2

RS Ansatz:

kanonikus változók: {qa, θb} = δab a, b = 1, 2, . . . r

Poincaré generátorok:

H = mc2
∑
a

chθa Va P = mc
∑
a

shθa Va K = −1
c

∑
a

qa

Va =
∏
b6=a

f(qa − qb) f > 0 ps fv
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{H,P} = m2c3

2

∑
a

∂
∂qa

∏
b6=a

f2(qa − qb) = 0

megoldás: f2(q) = a+ b p(q) Weierstrass függvény

degenerált (speciális) esetek: f(x) =
√

1 +W (x)

W (x) =


g2

x2
type I (rac.)

γ2

sh2ωx
type II (hip.)

γ2

sin2ωx
type III (trig.)
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Trajektória változók:

Qa(x; q, θ) = exp{xP̂} qa a = 1, 2, . . . , r

monoton: dQa(x)
dx < 0

⇓

egyértelmű: Qa(xa) = 0

nem kanonikus! {xa, xb} 6= 0
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Fizikai alkalmazások

• klasszikus elektronelmélet (Feynman-Wheeler/Rohrlich)

• Kompakt kettős rendszerek ált. rel.-ben (gravitációs hullámforrás)

Futamase-Itoh Blanchet et al. Damour-Jaranowski-Schäfer

– (pontszerűnek tekinthető) 2 fekete lyuk vagy neutroncsillag

– mozgásegyenletek poszt-Newtoni (1/c2) kifejtésben: 3, 3 1/2 rend

(legújabban 4 rend)

– CH egyenletek (poszt-Newtoni kifejtésben) teljesülnek

– regularizálással kapcsolatos nemegyértelműség 3. PN rendben a

Poincaré szimmetria megkövetelésével oldható fel
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