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Osszefonédasi entrépia |

Definicié
[t) € Ha ® Hp egységvektor, pa = Trg [1)1)|

E(loX¢]) = —Trpalog pa

Mit jelent???
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Osszefonédasi entrépia

Mit nem jelent?
T
) = ;% [ii)
1 1 1 1 1
lp) = 7a |00) + 7 |11) + 7 122) + 7 133) + 7 |44)

1 1 1 1
+ ——=155) + ——=|66) + — |77) + —— |88
\/E’> ml) \/ﬁ|> \/ﬁ|>
E(|Y)Xv|) = E(Je)Xp|) = 3, de egyikbdl sem lehet a masikat
eldallitani LOCC miiveletekkel
lpXp| elballitidsdhoz 4 EPR-par kell...
...de beldle csak 2 darabot lehet kinyerni

v

v

v

v

ha pag kevert, akkor — Trpalog pa # — Trpglog pg, és egyik
sem jelent semmit
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Osszefonédasi entrépia Il

Mit jelent?

> |1)1| tobb példanyabdl szeretnénk LOCC miiveletekkel |@) |
tobb példanyat kozelitoleg elballitani

» ekkor n darab |p)(p| eléallitdsdhoz
n+ o(n)

darab |} sziikséges
> spec: ,entanglement cost”, ,distillable entanglement”

» preciz definicié kevert allapotra és tobb részrendszerre is
mikodik, de ekkor nem ilyen alak( a valasz
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Tobbrészt rendszerek, LOCC transzformacidk

Tobbrészli rendszer

> Hi,Ho, ..., H Hilbert-terek

> H=H1®- - ®Hg Osszetett rendszer

» allapotok: S<(H)={p € B(H)|p>0,Trp <1}
> tévolsag': Di(p,0) =3 |lp—oll; + 5| Trp—Tro]

LOCC transzforméciék

» T1,..., Ty csatorna ~ T ®---® T, € LOCC
klasszikus kommunikacié” € LOCC

v

> ezek tenzorszorzatai, kompozicibi

p%a, ha 3N € LOCC: A(p) = o

v

M. Tomamichel, R. Colbeck, and R. Renner, Information Theory, IEEE

Transactions on, vol. 55, no. 12, pp. 5840-5847, 2009.
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Nielsen-tétel

Kétrészii rendszerek tiszta allapotai

» Schmidt-dekompozicié: Px : X — [0, 1] valésziniiségi eloszlas

0p) = D \/Px(x) [x)4 @ |x)g

xXeEX

» minden tiszta allapot ilyennel ekvivalens

Tétel (Nielsen?)
> Ha P és Q valdsziniiségi eloszlasok, akkor

P} dp| ~25 [9Q)dol <= P =< @Q

M. A. Nielsen, Physical Review Letters, vol. 83, no. 2, p. 436, 1999.
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Entrépiak |

Neumann-entrépia
» p € S(H) entrépidja H(p) = —Trplogp
> részrendszer entrépidja: p € S(Hagc...), H(A), = H(pa), stb.
> feltételes entrépia: H(A|B), = H(AB), — H(B),

» valdsziniiségi eloszlasokra hasonléan (Shannon-entrépia)

Tulajdonsagok

> rendezetlenséget méri”

» 0 < H(p) < logdimH

» P<XQ = H(Q) < H(P)

» H(pa) = H(pg) LOCC-monoton H ap tiszta éllapotain
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Entrépiak |l

Px : X — [0, 1] valdsziniiségi eloszlas
Max-entrépia
» supp Px = {x € X|Px(x) # 0}

> Hmax(PX) = |Og’SUpp 'DX’

> Hiax(Px) = inf o eBe(Py) Hmax(Qx)

Min-entrépia

> Hmin('DX) = - |Og maXxecx PX(X)
> HrEnin(PX) = SUPQyeB<(Px) Hmin(QX)

ahol B¢(P) = {Q|D:(P, Q) < ¢}
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Osszefonédasi entrépia IV

., One-shot” transzformaciék

EPR®Hnax(P)] LOCC, - |op ) oop]

16X op| L2 o ~ EPR®Hrin(P)]

Tétel (Aszimptotikus ekvipartici6?)
Ha Px valészinliségi eloszlas X -en, ekkor

1
Hrenax(Xn)Pf( < nH(X)PX + |Og(|X’ + 3) 2log g\/ﬁ

Hein(X™)pg

v

1
PH(X)p, — log(| ] +3),2log ~

3T. Holenstein and R. Renner, Information Theory, IEEE Transactions on,

vol. 57, no. 4, pp. 1865-1871, 2011.
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Shannon-tipusl aszimptotika

Aszimptotikus LOCC transzformaciok
> p,o allapotok k részrendszeren

D(p — o) = sup{m € N|3o’ € B (c®™) : p—>LOCC o'}

TR S
» regularizacié: D(p — o) —Ell_%llnrlloréfED (p®" — o)

Példa
[0, |¢) € Hag, ekkor*

E([¥Xv])

D)l = leNel) = Fosian

“C. H. Bennett, H. J. Bernstein, S. Popescu, and B. Schumacher, Physical

Review A, vol. 53, no. 4, p. 2046, 1996.
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Aszimptotikus SLOCC transzformacidk

SLOCC transzformaciék®

> p,o € S(Hasc...)

> pSLoiw', ha Ip € (0, 1], amire p%pa

» Ha p = [¢) 9] és o = |o)p|, akkor ezzel ekvivalens:
o) = (AR B® C®---) ), ahol A, B, ... linedris operatorok

Aszimptotikus valtozat®

1 1
——— = lim —sup{m € N| [y)u|*" SLOCE o) ®my

w(¢, (P) n—o00
> egzakt transzforméacié, de tetszblegesen kis valdsziniiség

~ D(|JY)X| — |e)Xel]) és w(t, p) kozdtt nincs kapcsolat!

°C. H. Bennett, S. Popescu, D. Rohrlich, J. A. Smolin, and A. V. Thapliyal,
Physical Review A, vol. 63, no. 1, p. 012307, 2000.

8E. Chitambar, R. Duan, and Y. Shi, PRL, vol. 101, no. 14, p. 140502, 2008
P. Vrana and M. Christandl, JMP, vol. 56, no. 2, p. 022204, 2015.
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Matrixszorzas exponense
Matrixszorzas bonyolultsaga
> két n X n matrix 0sszeszorzasdhoz hany alapmiveletre van
szitkség? w = inf{7|O(n™) miivelet elég}

» szokasos médszer: w < 3
> jobb korlatok: 2.807 (Strassen), 2.796 (Pan), 2.78 (Bini et

al.), 2.522 (Schénhage), 2.517 (Romani),
2.496 (Coppersmith-Winograd), 2.479 (Strassen),
2.376 (Coppersmith-Winograd?), 2.3737 (Stothers),

2.3727 (Williams)

Kapcsolat aszimptotikus SLOCC transzformaciokkal

» 3 részrendszer: A,B,C
» w=w(GHZ,EPRAg ® EPRgc ® EPRca)

"D. Coppersmith and S. Winograd, in Proceedings of the nineteenth annual
ACM symposium on Theory of computing, pp. 1-6, ACM, 1987.
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Feszes tenzorok
Definicié
VW CIxJxK feszes, hada: | — 7,6 :J — Z,~v: K — Z injektiv
leképezések, amire (i,j, k) € V = a(i)+ B(j) + (k) = 0.
1 € CM @ C" @ C™ feszes, ha 3 szorzatbazis, amiben 1) tartdja
feszes, azaz

V= ki ® v; ® wi

ij,k
és suppt) = {(i,j, k) € I x J x K|pjy # 0} feszes
Példa
W 3llapot® (Wolfgang Diir?)
1
|W) = —3(]100) +(010) + |001))

a(0)=0,a(1)=1,8(0)=0,8(1)=1,v(0)=-1,~(1) =0
SW. Dir, G. Vidal, and J. I. Cirac, PRA, vol. 62, no. 6, p. 062314, 2000.
9A. Cabello, Physical Review A, vol. 65, p. 032108
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GHZ desztillalas aszimptotikus SLOCC transzformaciéval |

Tétel (Strassen, 199119)
Legyen 1) € C™ @ C™ @ C™, W = supp 1) feszes (alkalmas
szorzatbazisban). Ekkor

1

TG = maxmin{H(A)q, H(B)a, H(C)q}

ahol Q valészinliségi eloszlds V-n, az A, B, C valésziniiségi
valtozok egyiittes eloszlasa
Példa

1
V3
max: Q egyenletes ~ H(A)q = H(B)g = H(C)q = h(1/3)

|W) = (]100) + |010) + |001))

10\ Strassen, J. Reine Angew. Math, vol. 413, pp. 127-180, 1991.
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GHZ desztillalas a-SLOCC 1l
Bizonyitas (alsé korlat)

> Q tetszéleges eloszlads W-n, n nagy, P~ Q, nP(i,j, k) € Z

> [4)®" allapotbél indulunk, A, B, C vetit TE, Th, Th,
tipusosztalyra ~ o, ® =suppp =W"N(Tp, x Tg, x Tp )

> M prim, 1< min{|Tg |,|TA|, | TB [}M* =2 n~ 1o~ <2

> wi,...,wns3 Véletlen egyenletes Zps-en

n

a(x) = Z a(xi))wi + Wnt1 — Wnt2
i=1

t)()() = E :[3()<i)cui + Wn2 — Wnt3
i=1
M+1

c(x) = T (Z Y(xi)wi + wnt3 — wn+1>

i=1
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GHZ desztillalas a-SLOCC 11l
Bizonyitas — folytatas

> legyen S C {0,...,(M —1)/2}, nincs benne harom tagi
szamtani sorozat, |S| > M'~9 (Salem-Spencer'!)

> A B, Cvetit X = a }(S8), Y= b_l(S)N, Z = c71(S) véletlen
halmazokra @ = &N (X x Y x Z), E(|®|) > |S||®|M~2

» A={{(x,y,2),(x,y', 7))} € (cg)|x =x'Vy=y'vz=7}

> Al < 2l0((jo] min{|TE, [T, | TR I} — 1)

> A=AN(3), E(A) < 20 min{|Tg,|,|T3,|, | Tp.|} M2

> E(|® — Al) > min{|TB,[.| TB,|,| TA [}(2n)~*|®[>~2/(1=2)

> log(|® — A|) &~ min{H(A) g, H(B)g, H(C)g} darab GHZ
eléallithatd egy djabb projekcidval

[l
11R. Salem and D. C. Spencer, Proceedings of the National Academy of
Sciences of the United States of America, vol. 28, no. 12, p. 561, 1942.
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Strassen-protokoll — siker valdsziniisége

Mikor nagy a valdszinliség?

v

|1)) tartdja legyen feszes egy ortonormilt szorzatbazisban
QUi j, k) = [ ?

ekkor a siker valészinlisége szubexponencialisan tart 0-hoz

v

v

v

nagyobb rata mellett mar exponencialisan kicsi!!?

Hogyan lehetne még tovabb novelni?

> tipusosztalyra vetités helyett tipusosztaly mérése
» Q(i,j, k) = |¢;|> marginalisaihoz kdzel lesz a mért osztaly

> véletlen részhalmazra vetités helyett mérés véletlen particiébdl
kapott projektorokkal

2\, Hayashi, M. Koashi, K. Matsumoto, F. Morikoshi, A. Winter, J. Phys.
A: Math. Gen. 36, 527 (2003)
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GHZ desztillalas aszimptotikus LOCC transzformaciéval

Tétel (V & Christandl, 2015'3)

Legyen |¢) € C' ® C! @ CK egységvektor, standard bazisban
supp ) feszes, Q(i,j, k) = |vjx|* az A, B, C egyiittes eloszl3sa.
Ekkor

D]~ GHZ) = min { H(A)o. H(E)o. H(C)a,

(H(A)q + H(B)o + H(C)o ~ HIAEC)) |

N =

Megjegyzés

D)~ GHZ) < min { H(A)o, H(B)o, H(C)o |

BHamarosan az arXiv-on!
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Bizonyitas |

Lemma
Legyen Pxy eloszlds X x Y-on, 0 < e <1/2, és

GHZp,, = Y \/ Pxy (xy) Pxy (X'y) [xxx Xx'x'x'| @ |yyy Xyyy|

x,x"y
Ekkor 3o € BY2(GHZE M XI¥)Pxr]), hogy GHZp,, -5 0,
ahol

. . Py(y)
HE . (X|Y = max min  min log ——*—
mm( | )PXY Qxy EB¢(Pxy) y€supp Py xeX & QXY(X7Y)

Kovetkezmény
AEP miatt GHZE™ kb. mH(X|Y)p GHZ llapotts alakithaté
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Bizonyitas Il

Definicié
Legyen W = (W, A, B,C), ahol W kommutativ csoport, A,B,C a
W particiéi. (A, B, C) € A x B x C esetén legyen

1
SABC:W {(a, b,c) € Ax B x Ca+b+c:0}‘

S {(a,b,b',c,c’) € Ax B? x C?

1
R
|a—|—b+c:a—|—b/—|—c’:0}‘

Hy = — Z Sagc log Sac Pw.a = Z SABC
ABC ABC

Pw.g. Pw,c hasonléan.
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Bizonyitas Il

Lemma

Legyen W C | x J x K feszes, supp |p) = ® C V" S,-invarians, M
nagy prim. minden t = (Pa, Pg, Pc) hdrom n—t/’pushoz legyen
w(t) Zp-vektortér+particio-harmas, Sagc < e~ 1. Ekkor IPxy

= min{|/|",]J]", ANl 205 GHZp,, és

eloszlas,
HXIY)p = > (—leikl* log [@iil?)
ijk

2
=1+ 1+ K1) og(n+ 1) = 3 el g, s, | Hhwe

® ® ®
—Z(' L poat st 2B )(nloguwum)

(t
A 1T, T
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Bizonyitas IV
Lemma
hum(pa, s, pc) = inf{Hw|Pw; < p;i (i € {A, B, C})}

1
< max{—log pa, — log pg, —log pc, — 7 log(papspc)} + 6

ahol W = (W, A, B,C), W vektortér Z, felett, Sppc < e+

Kovetkezmény
Az el6z6 lemmaban elérheté:
H(X|Y)p ~ nH(ABC)

T8, T2 | ITA| 1. |TBITAITA|
_ — AL | Bl _| 2 A B c
”‘ax{ B0 B e T B o] 2% ep

AEP miatt log |®| = HS,,.(Q") ~ nH(ABC) lehet, ha |¢) = |1)*"

max

O
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Tovabbi kérdések

> lgaz-e D(|) )| = GHZ) = min{H(A)q, H(B)q, H(C)q}?
> Lehet-e hasonlét mondani, ha |¢) kozelitéleg feszes?
> Tobb részrendszer? — mi a feszesség altalanositasa?

» pl. Coppersmith-Winograd mddszere és Strassen-féle felsé
korlat mikodik

1
W) = —(]100...0) +|010...0) +---+]0...01
| W) ﬂ(! )+ | ) | )
allapotra is:1#
1
———— = h(1/k
w(Wk,GHZk) (/)

Ennek van LOCC megfelel6je?

%P Vrana and M. Christandl, Journal of Mathematical Physics, vol. 56,

no. 2, p. 022204, 2015.
24/24



	Bevezetés
	Összefonódási entrópia

	Aszimptotikus LOCC transzformációk
	LOCC transzformációk
	Összefonódási entrópia
	Shannon-típusú aszimptotika

	Feszes állapotok és GHZ desztilláció
	Aszimptotikus SLOCC transzformációk és algebrai bonyolultság
	Feszes tenzorok, GHZ desztillálás: aszimptotikus SLOCC
	LOCC változat


