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Két probléma targyalasa:

e Veéletlenmatrix-elmélet és alkalmazasa
statisztikus mechanikai modellek
integralhatosagi kérdéseire

e Véletlen kotésli kvantumos magnesek
fazisatalakulasanak renormalasi
csoport vizsgalata



Véletlenmatrix-elmélet
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Véletlenmatrix-elmélet

Motivacio: nagy atommagok spektruma
tobbezer nivod
statisztikus kérdések
A kolcsdnhatas nagyon dsszetett, részleteiben nem ismert

Wigner elméleti megkozelitése:
a komplexitast véletlenszeriiséggel helyettesiti

Az aktualis Hamilton operatort megfeleloen valasztott véletlenszerd
Hamilton operatorok sokasaganak elemének valasztja

A leiras kozelito, de sok esetben igen pontos eredményre vezet

Analogia: véletlen szamok 6sszege — Gauss-eloszlas



Statisztikus sokasagok (Wigner-Dyson)

N x N-es hermitikus matrixok sokasaga, a kovetkezé valdsziniiség

eloszlassal:
P(H) = cexp[—(TrV(H)]

@ Ha V(H) oc H?, gausszi-sokasagrél beszéliink.

@ Ekkor a matrixelemek fliggetlen eloszlasiak.

@ 3 =1,2,4 a matrixelemek szabadsagi fokat szamolja (valds,
komplex, valés kvaternio)

@ a H+— UHU™! transzformacié hatasara P(H) invarians, annak
megfeleléen, hogy U ortogonalis (6 = 1), unitér (G = 2),
szimplektikus (8 = 4) matrix, beszéliink ortogonalis, unitér,
szimplektikus sokasagokrol.



Univerzalitasi osztalyok

Univerzalis viselkedés, attél fiiggéen, hogy melyik véletlen matrix
sokasagba tartozik a Hamilton-operator.

Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

A Hamilton operatornak nincs idétiikrozési szimmetriaja, pl
H = 5=(p— eA)? + V(x)

Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE)

A Hamilton-operatornak van idGtiikrozési szimmetridja, de nincs
. ~ an .a P 2
benne spin-palya kélesénhatas, pl. H = £- 4+ V(x)

Gaussian Symplectic Ensemble (GSE)

A Hamilton-operatornak van idGtiikrozési szimmetridja és van
. , . . , _ p?
benne spin-palya kolcsénhatas, pl. H = 7 + V/(x) 4+ ALS



Gausszi sokasagokra ismert eredmények

Sajatéertékek egyuttes eloszlasfuggvénye

Pg(A1, .. n) = C ] 1N = AjlP exp (AZ A?)
i<j i
(n-1)-integralas utan kovetkezik a Wigner-féle félkor-tétel:

Pn(x) — P(x) = Z\/1 —x?, x= ﬁ

T
Szinttavolsag statisztika (kozelits formuldk) s = Ant1 — Ap
7T 2
Pcog(s) = §sexp(—7rs /4) Wigner-féle feltevés

643 g4 3252
exp(—64s*/97) Paug(s) = 3 exp(—4s” /)




Integralhaté rendszerek

Annyi felcserélhetd operatort tartalmagz,
amennyi a Hilbert-tér dimenziodja

Létezik olyan, a paraméterektdl fuggetlen bazis,
amelyben a Hamilton operator diagonalis.

Ebben a bazisban a diagonalis elemek
(a sajatértékek) tekinthet6k véletlenszerleknek.

Ez a Random Diagonal matrix Ensamble (RDE)

A szinttavolsag eloszlas a Poisson-statisztikat koveti:

PRDE(S) = eXp<—S)



Alkalmazasok

Magfizika (sok-test rendszerek)

Kvantum kaosz-elmélet (néhany-test rendszerek)
Mezoszkopikus és rendezetlen rendszerek
Kvantum szindinamika

Szamelmélet
Riemann-féle (-fliggvények zérd-helyei és a GUE

Pénzligy, kockazatelemzés
Korrelacios matrixok analizise

Statisztikus mechanika racson



Statisztikus mechanika racson

Klasszikus: Ising modell, Potts modell, ...
Transzfer-matrix sajatértékek

Kvantumos: Heisenberg modell, Hubbard modell, ...
Hamilton-operator sajatértékek

Integralhato-e?
Szinttavolsag statisztika Poisson-eloszlasu.

Nem integralhatd?
Szinttavolsag statisztika Wigner-eloszlasu.

0.0 1.0 2.0 3.0



Technikai lépések

Hamilton-operator blokk-diagonalis alakra transzformalasa
Paraméterektdl fliggetlen szimmetriak felhasznalasaval

Az egyes blokkokban a sajatértékek szamolasa
A blokkok dimenzidja < 10000, a rendszer mérete L=10-15

Integralt allapots(ruseég:
p(N\) = regularis-rész(\)+skéla x univerzélis-rész(A)
Univerzalis-rész:
Ri(A\)dX\ = dA
Szinttavolsag statisztika 6sszehasonlitasa

RDE és GOE esetén interpolacios (Brody) formula:
Ps(s) = c¢(B +1)s” exp (—csﬁﬂ)

B8 ~ 0.1 integralhato, 5 ~ 0.9 nem-integralhato



Altalanositott Hubbard-lanc

(H. Meyer, J.C. Anglés d’Auriac, J.M. Maillard)
H=t E C;'[—I—l,ac’iaa + U E UZAN 2N +V E M 4+-1 + J E SiSfH_l
1,0 ) ) )

Integralhatd

u/te Vo J/t
Hubbard \J 0 0

tartomanyok

Hubbard chain

t — J supersymetric | oo £1/2 F2

0o +3/2 +2
t-0 0 0 0
X XZ chain 00 i 0

t=1,U=10,J=V=0 integralhato, Poisson

t=U=1, V=0,J=2 nem integralhatd, Wigner




Brody 3-paraméter, U = oo
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Haromdimenzids Ising modell

(H. Meyer, J.C. Anglés d’Auriac)

e Klasszikus Ising modell kobds racson
* acsatolas két iranyban azonos: Ko =1
 aharmadik iranyban Ky valtozd

K1 = K5 izotrop 3d modell

K1 =0 2d modell, integralhatd

Anisotropic 3D Ising Model without Field




Kvantumos Ising-lanc tobbspin kolcsonhatassal

(J.C. Anglés d’Auriac, F. 1.)

_ E r _T X § z
[ [

Klasszikus ekvivalens modell:
2d Ising modell 2-spin és m-spin kolcsonhatassal

Ondudlis pont: J=h, ez a fazisatalakulasi pont
m=2: kvantumos Ising-lanc, Onsager-megoldas

m=3: masodrend(i fazisatalakulas
a Q=4 Potts-modell univerzalitasi osztalyban

m=4,5,... elsOrendl fazisatalakulas

Integralhato-e m>2 esetén?



P(s)

08 |

086

04t

02|

L=15 m=3 All representations

[0\

08 |

06|

04|

02

T
Non self-dual sectors

Self-dual sector L=18 -

0
0.4

Szinttavolsag statisztika

m=3, h/J=1.36

Brody S-parameéter

extra szimmetria
az ondualis pontban

Wigner-eloszlas
nem integralhato



Osszefoglalas I.

Véletlenmatrix-elmélet alkalmazasa

* Klasszikus es kvantumos racsmodellek J.-Ch. Anglés d’Auriac
operatorainak spektrumanak analizise

e Szinttavolsag statisztika Wigner-féle
Brody-parameter: 8~ 0.9
nem integralhatdé modell

» Szinttavolsag statisztika Poisson-féle
Brody-parameter: 8~ 0.1
integralhato modell



Véletlen kotésiu kvantumos magnesek

Termikus és kvantumos fluktuaciok
Kvantumos-klasszikus megfeleltetés

Termikus, kvantumos és rendezetlenségi
fluktuaciok

Rendezetlen kvantumos Ising modell
Erés rendezetlenségi renormalasi csoport
Magasabb dimenzios alkalmazas

Klaszterszerkezet és kritikus tulajdonsagok



Termikus & kvantumos fluktuaciok

LiHoF, dipol-kotésd gy = = Z Jijoro? — H} Z o7
kvantumos Ising ferromagnes i, i

Applied magnetic field [kOe]

0 20 40 60

— A
15‘ @ - ]

Temperature [K]

(After Ronnow et al., 2005.)



Kvantumos-klasszikus megfeleltetés
(Feynman, Suzuki-Trotter)

N (D+1)-dim. klasszikus

é?‘ T >0 véges szélesség
~

termikus kritikussag
N =" végtelen szélesség

op! "Sewl

kvantumos kritikussag
v

T ~ &7
z : dinamikai exp.

L~¢& 2z = 1,homogén
z # 1, rendezetlen
hi

o ——0—0
Ji

L ~

D-dim. kvantumos



Termikus & kvantumos & rendezetlenségi fluktuaciok

LiHo,Y,_F, dipol-kotési higitott H = — Z Jijei€j07 05 — H? Z o;
kvantum Ising ferromagnes i,J i
S ' ¢; = 1, x valdsziniséggel

e; =0, 1 —a valésziniséggel

1.5F T T T
PM 40
1F . T .
= 3
" 4 FM 20 & OF
0.5f X . Li
;@ Li
/ K
/
0 /l/.;h | | | | | 0
0 025 05 075 10 025 05 075 1 g :
X X
(After Ancona-Torres et al, 2008) a=b=5.176 A

c=10.75A



Rendezetlen kvantum Ising modell

o — Jijofo? — E “hio? Jij, hi véletlen valtozdok
(i5) i (27) els§ szomszéd

Véges, L méretl, rendszerben:
Statika: magnesezettség [m],,
O(1) L exp(-L9)
Rendezett fazis Kritikus pont Rendezetlen fazis
Dinamika : exp(-L9) exp(-L¥) L=O) O(1) [In(h)]av — In(J)]av

energia rés
( J ) Griffiths fazis

Elmélett vizsgalatok

€ — sorfejtées nem mukodik Er6s rendezetlenségi RCs

kvantum MC - lehetséges ajanlott

22



Erds rendezetlenségi RCs  #=-Y Jjotor =Y hio;

Lokalis renormalas: egyszerre kezeli a kvantumos (2,9)

és a rendezetlenségi fluktuaciokat
lanc — lanc
s he b h;

M ¢ _— = E ° @ x ® -
-’ Jij i Jij Jir k
‘Q:J,-j ‘Q=hj
J” —Jth

D. S. Fisher (1994): analitikus megoldas 1D-ben a kritikus pontban

Szabélyok'

2

Végtelenul rendezetlen fix-pont:
» 2 effektiv csatolas aranya végtelenhez tart
* arenormalasi lépések aszimptotikusan egzaktak

Mi a helyzet D>1 esetén?

23



Renormalas magasabb dimenzidban

24



Renormalas magasabb dimenzidban

J a leger6sebb

25



Renormalas magasabb dimenzidban

h a leger6sebb

26



Renormalas magasabb dimenzidban

h a leger6sebb

Ha volt ott csatolas:
maximum szabaly

Minden lepesben csokken a spinek szama,
de a csatolasok szama erdsen novekedhet!

27



Hatékony RCS algoritmus

,,Jradicionalis”

—_— —

trvg | t ~ NlogN

(Kovdcs & Igldi, 2011a,b) a csatolasok szama nem novekgzik



A teljes klaszterszerkezet

L=512 29



Q

Q

Q

Fizikai

Fraktaldimenzio, d ¢
Magnesezettség

m ~ Ldf_ d
Klaszter kiterjedese
korrelacios hossz

&~ o™

Klaszter energiaja
energia rées

Ine ~ LY

(Kovdcs & Igldi, 2010)

mennyiségek




Osszefonddas: klaszterek szama

Szamszerdsitése: Neumann entropia

S=—-Tra(palogspa)

Fellileti torvény:

S(t) ~ (471

pa = Tes|W)(V|

Kritikus pontban
univerzalis logaritmikus
korrekcidk

C
S1p(£) = 3 log, £
Sop(f) = al +bln ¥
Sap(£) = al® + bl +cln/
Sip()=al® + b+ cl+dInl

A fellleti torvény teljestl, de a sarkok kovetkeztében
megjelenik egy univerzalis logaritmikus korrekcio

(Kovdcs & 1gldi, 2012)



Osszefoglalas

A rendezetlen rendszerek egy tag osztalyaban:
— a kritikus viselkedés végtelentil rendezetlen,
— a rendezetlenségi fluktuaciok abszolut dominansak,

— az erés rendezetlenségi RCs aszimptotikusan egzakt.

Kapcsolodo munkak
o nemegyensulyi dinamika (Igloi et al, 2012)

o hosszu-hatotavolsagu modellek (Juhdsz, Kovdcs, 1gldi,
2014, 2015,2016)
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