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Miért?

Van, amikor muszaj:

e szingularis potencidlok (pl. Coulomb)
e szingularis objektumok (9, visszaverd falak)

Van, amikor célszeri:

o cgyszerl, elegend6 modell
e mik a vezeto viselkedések, univerzalitasi osztalyok

Van, amikor tanulsagos:

e SUSY, dualitas, WKB-egzaktsag, Berry-fazis, energia-
anholonomia, renormalas, nemrenormalhatosag,
Klauder-jelenség, Landau-polus, anomalia és dimenzios
transzmutacio



Honnan tudhatjuk, hogy kell hatarteltétel?

Szamolassal:
e tul sok sajattuggvény: nem L
e minden A € C\ R is sajatérték
o (Hy,x) — (v, Hx) = feliileti tagok # 0

Léteznek kritériumok: hany dimenziéban, V(r) = g/rP
milyen p hatvanyu, g milyen tartomanyban

Nem onadjungalt a szimmetrikus Hamilton-operator —
e nincs spektraltétel

e nincs fizikai interpretacio

e nincs unitér idofejlodés



Hogyan lehet kezelni?

e Regularizalas, limit
— kimaradhatnak esetek
— ad hoc paraméterezés
— nehéz szamolas

o Kézzel teljes ortogonalis rendszereket formalni
— ad hoc paraméterezés
— nehéz szamolas

e Neumann-jellemzés
— jobb paraméterezés
— kevesebb szamolas

e Peremértékek terének modszere
— legjobb paraméterezés
— legkevesebb szamoldas (a rendszer definidlasahoz

nem kell megoldani a rendszert)

— kifejezi a szingularitas lokalis jellegét



Mi az onadjungaltsag:

A:D(A) CH — H sammetrikus: (AY,x) = (¥, Ax)

N N . Vi, x € D(A) -ra.
lin. surit  szeparabilis
Az adjungdlt A™: X € D(AT), ha dx € H:

(A, x) = (¥, x) V¢ € D(A) ra. ATx:=x .

A szimmetrikus <= A C A" .
A onadjungdlt: A= AT (spektraltétel, e=*4?)

A lényegéeben onadjungalt: 1 onadjungalt kiterjesztés



Ha A szimmetrikus, de nem lényegében onadjungalt:

Neumann: defekt-alterek, defekt-indexek:
rogz. N€e C\R, &Ex={YveH |ATY =X}, Env
1 1

ny) -— dim 5)\ TV )\ *

Ha ny = ny» =n (a mi Ham.-op.-aink ilyenek lesznek):
V unitér Uy : Ex — Ex+ I Ay, Onadjungalt:

D(Ayy) = {%o +¥x + Una | Yo € D(A), ¥y € Ex}
(kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés)

Un: n? valés paraméter

(1D: n véges; 2D, 3D: szingularis vonal, feliilet esetén o)



Alternativ leiras: (peremértékek tere)
ha I}, : D(AT) — H, (dim H, =n)
tgy, hogy V¢, x € D(A™)
(AT, x) — (¥, ATx) = (T19, Tax)y, — (Fa9, T Xy,
tovabbd VW,, ¥, € H, JyY € D(AT):
Ly =", 1Lyw=1¥,
akkor YU € U(H,) -hoz JAy onadjungalt:
D(Ay) ={¢ € D(A™) [ (U = 1,)I'1¢ +i(U + 1)’y = 0}

Megjegyzések: Uy egy specidlis eset (H, = &)

Alkalmazasokban egyszeri, kellemes



H:_QFI_2A—I—V, VV&I()S, plr\Jl 7%27
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egy 1D intervallumon, félegyenesen, egyenesen, koron, és
a magasabb dimenziés problémak radialis része (a nemtriv.
része) is félegyenes-probléma
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Szimmetrikus H: C?, A
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HT: AC?, barmilyen viselkedés a szinguldris helyeken

A peremértékek terének modszerét hasznaljuk:

e a legkevesebb erofeszitéssel a legtobbet kapjuk
e ismeretesek receptek I';, I'y -re



Példak, egyszertibbtol a bonyolultabb felé haladva
(sok jellegzetesség mar az egyszertieknél felbukkan):

Félegyenes (térbeli doboz; 2D, 3D § [ =0 része):

(H,x) — (¢, H x) =

] A= = — 5 ("X = ¥ (+0)
0 e = EWTX(0)

(nincs x — oo tag: 1d. késébb)

H,=C, I'iyp= ¥(0), Ty = Loy’ (0)

(— 22 _mel egyszertisithetiink, Lo tetszéleges nemnulla valds

2m

hossz dimenziéju segédmennyiség)



UcU(l) :U=¢€", 9c|0,2n):

(e — 1)(0) +i(e”’ +1)Lo2'(0) = 0, avagy

(0) + L' (0) = 0, ahol L = Locotg € (—o0,00) U {0}
L = 0: Dirichlet, L. = co: Neumann, a tobbi: Robin

E > O: @k(ﬂf) _ ﬁ(e—ikx L 62’i(5k6il{:$)7 62’i5k — %

E <0 Ybound (SE‘) — \/%6—%7 Ehound = 2:;2[/2 (L > O)

reflected incoming
k —k
& IS - _ —2mL
Id6késés: N T = FE(I+k2L?)
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Skalainvariancia kvantumosan sériil (kivéve L =0, oo ),
dimenzidés mennyiség keletkezik a rendszerben (dimenzios
transzmutacio)

A hatarfeltétel realizalasa: pl. 1L

Vi(d) = cd™,
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WKB-egzaktsag: ha

. _ m b—a 1 928, ,LSy(b,T;a,0
K(b,T;a,0) = 2th82hT( ) \/27Tih8a8beh ( )

L = 0: siman; L = oo: realizal6 pot.; tobbi L: nem



Az 1dokésés kl. realizalasas:

L > 0:
V(z) = 525 (& — 1)
L <O0:

y L -J1)
»szintén” (nemfizikai ag)

2D, 3D o térelméleti stilusu targyalasa: a csatolasi allandoé

0-hoz tart, mégsem a szabadot kapjuk

térelméletben se feltétlenil kaphatunk meg minden esetet
egyetlen UV levagd paraméterrel (+ finomhangolas)

Landau-polus csak perturbativan 1ép fel




Szabad kvantumgaz, 1" hom.,

D:¢yv=0, N:¢'=0
B, =g () n”

2 2
B =g (1) (n=3)"

eredo er6 mennyi?
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Af bosons Af fermions t : dimenZiétlani—

tott homérséklet
104 _ 2-10%
103 10* Af . dimenziét—
102 - 5 10° lanitott ero

| | | — ¢ T T T ¢

102 10* 10 108 103 10* 10° 106

Egyensuly hol: o N v
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1(1: £) z(f: 5 T A>N -----

3
¢ = Bﬁﬁ ~0.227 ill. £~ 1+ S AN = 2N ill



(H,x) — (¢, H x) =
ar o = =X =Y X) (+0)—
—(¥*x' —¢* x)(—0)}

H,=C% D= (w(—0)> e (_¢;((+_03)>

UecU(2), (U—-1,)T1¢+i(U+ 1)y =0
22 = 4 paraméter: két tavolsdgskala (L) és két szog
d, o', 0", ,magneses fluxus”

L., L_: legteljebb két kotott allapot

idokésés, alul- /feliilatereszt6 sziird



Dualités (folytonos altalanositasa):

_ ] Wiv(z) + Wiay(—z), z >0
Fwi)le) = { Wa1¥(—x) + Waztp(x), r < 0

Hatdsdra U —— Ug,, = WUW 1

(az U-val paraméterezés egyik elénye)

~JKvantumos abakusz” (kvantumbit):

Ly




Pontszingularitas koron:

a 4. paraméter mindenképpen fizikai: a magneses fluxus
véges kertilet => diszkrét spektrum

Jfolytonos dualitas” itt is

WKB-egzaktsag itt is

SUSY — a {Q;,Q,} = Hydi; (1,5 = 1,2) értelmezési
tartomannyal egyiitt kell teljesiiljon!

anholondémia: egy kor a paramétertérben => Berry-fazis,
E1 — E2



Most szingularis potencidlok: 1, v’ altalaban divergal a
szingularitasnal

Referenciamoédusok: egy rogzitett valdés FEy sajatértékhez

oM »2) valés sajatfiiggvények (nem felt. normélhatbak),
melyekre W[pM), p2)] =1

Esetek:

e mindkettd L = a szingularitdsnél: — limit-circle
e egy linedrkombindcié L : — limit-point
2 . ez nem lehetséges

e cgyetlen linearkombinacio se L _:

Limit-point eset: Wy*, x| — 0 a szingularitasnal

(példa: j )
egy ilyen szingularitdshoz nem kell hatarfeltétel




Limit-circle eset:
Vi € D(HY) aszimptotikusan hasonlé oM, ©(2)-hjz:

0(2) = oM (@) [V + 70 @)] + ¢ () [ +7®) ()]

1 N\ I N\
— lim W[ ] 0 lim WM 4] 0

hatarszamok: ¢, ¥’ véges kombinécioi
Wy*, x| = WipWM, o Wp®), x] = W[p®) g WM, §] -

mind véges: jo I'y, I', -célra.

o) ©(2) agzimptotikdjat is elég tudni ehhez



S Ty = W, ](+0),
Typ = W), 9] (+0),
T+ LTyt = 0

Példa: 3D Coulomb: H = £ (— A +£)
A radialis részben kell hatarfeltétel (I = 0)
oM (r) ~ —r, 0P (r) ~ 1+ grln|g|r
L = 0: a szokasos, jol ismert, regularis eset
L # 0: szingularis komponens is van 1-ben (1" divergdl)

(pl. mezo-atomok: pt w7 : egy roévid hatétdavolsdgi erd is
van)



A kotott allapotok: megoldandé

gﬁ (2\/—2i]nE/h2> — _%’ ahol

F(§)=r(1+& -5 —F(1) - T

Ha g < 0 (vonzo):
L=0 E,=-%

n

__ . _ R
L =00 F, = CETNE

cy = 0.5130, co = 0.4879,
cs = 0.4857, ...
Coo = 0.4844 (hatarérték)




Erosebben szingularis pot.: kikapcsolasa nem a szabad eset-
hez konvergal (Klauder-jelenség; mi koriil perturbaljunk?)

W™, ¢ (+0)>
W™, 4](-0)

W™, ¢](+0) )
~Wle®, ¢](-0)

Ucl(2), ~

Teljes visszaverodés vonzo potencialrodl is

Alagutazas egy taszito J L -on at is

Spektrum, integralhatosag (Calogero) is U-fiiggd




