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— Albert Einstein, according to Werner Heisenberg

“It is the theory that decides 
what can be observed” 



Quantum Uncertainty - three guises 

• Preparation Uncertainty (PUR)  

                                                                                              ✓ 

• Joint Measurement Error Trade-off Relation (MUR) 

                                                                                               ? 

• Error-Disturbance Trade-off Relation (EDR) 

                                                                                                ✗ (?) 

Heisenberg 1927: 

APS/Stonebraker



How (not) to “disprove” Heisenberg’s EDR 

1. DO: Put words in his mouth (or read his thoughts) 

                                                                                                           (No-H)              

2. DO: Correct the wrong, creating your own inequality 

                                                                                                

(Ozawa 2003-2013)                                                                      (NO-O) 

3. DO: Make an experiment to disprove (No-H) and confirm (NO-O) 

4. DON’T: question the meaning of  

!





Press reactions … in an age of uncertainty





Challenging	
  Uncertainty:	
  What	
  It	
  Takes	
  	
  
!

Let	
  QM	
  tell	
  us	
  what	
  limita;ons	
  there	
  are!	
  
(invoke	
  Heisenberg’s/Einstein’s	
  spirits	
   
instead	
  of	
  trying	
  to	
  read	
  their	
  minds)

NEEDED:	
  

• Language	
  to	
  describe	
  approximate	
  measurements	
  	
  ✓	
  

• No;on	
  of	
  joint	
  approximate	
  measurement	
  of	
  incompa;ble	
  observables	
  ✓	
  

• Measures	
  of	
  approxima;on	
  error	
  and	
  disturbance	
  	
  	
  	
  	
  ✗	
  

• These	
  measures	
  need	
  to	
  be	
  opera;onally	
  significant	
  	
  	
  ✗	
  

• MURs	
  and	
  EDRs	
  as	
  consequences	
  of	
  QM	
  —	
  testable!	
  	
  	
  ✓	
  	
  

✓=	
  agree;	
  	
  ✗	
  =	
  disagree	
  with	
  O.



Timeline:	
    
towards	
  a	
  quantum	
  theory	
   

of	
  approximate	
  joint	
  measurements	
  
—	
  An Homage to EP Wigner—  

• 1925:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  —	
  Pauli	
  1926:	
  q-­‐eye	
  &	
  p-­‐eye	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  going	
  crazy	
  

• 1927:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
    
idea	
  of	
  approximate	
  joint	
  measurement	
  and	
  uncontrollable	
  disturbance	
  
(Heisenberg	
  effect)	
  	
  	
  —	
  	
  Pauli:	
  day	
  is	
  dawning	
  in	
  QM	
  

• 1927-­‐1930:	
  Kennard-­‐Weyl-­‐Robertson-­‐Schrödinger	
  UR	
  (for	
  state	
  prepara;ons)	
  

• 1931:	
  measurements	
  of	
  1st	
  &	
  2nd	
  kind	
  (Landau-­‐Peierls;	
  Pauli)	
  

• 1932:	
  ``no	
  sharp	
  joint	
  measurement''	
  /	
  no	
  posi;ve	
  joint	
  probability	
   
(Wigner,	
  von	
  Neumann);	
  vN	
  model	
  of	
  approximate	
  posi;on	
  measurement	
  



Timeline:	
  

• 1940:	
  example	
  of	
  posi,ve	
  semidefinite	
  phase	
  space	
  probability	
  
representa;on	
  of	
  quantum	
  states	
  (Husimi)	
  

• 1940s:	
  theory	
  of	
  selfadjoint	
  dila;ons	
  of	
  symmetric	
  operators,	
  posi;ve	
  operator	
  
valued	
  measures	
  (Naimark)	
  

• 1950,	
  1952:	
  WWW,	
  WAY:	
  measurement	
  limita;ons	
  due	
  to	
  SSR	
  and	
  symmetries 
Wigner:	
  no;on	
  of	
  unsharp	
  measurement	
  (POVM	
  implicit)	
  

• 1960-­‐70s:	
  covariant	
  phase	
  space	
  POVMs	
  as	
  joint	
  approximate	
  measurements	
  
of	
  posi;on	
  and	
  momentum	
  (Ludwig,	
  Davies	
  &	
  Lewis,	
  Prugovecki	
  et	
  al) 
—	
  quantum	
  founda;ons	
  

• 1962:	
  noise	
  operator	
  approach	
  for	
  quantum	
  op;cal	
  theory	
  of	
  linear	
  amplifiers	
  
(Haus	
  &	
  Mullen)	
  

• 1965:	
  model	
  of	
  simultaneous	
  measurement	
  of	
  posi;on	
  and	
  momentum,	
  as	
  an	
  
extension	
  of	
  the	
  von	
  Neumann	
  model	
  (Arthurs	
  &	
  Kelly)	
  



Timeline:	
  
• 1982:	
  Arthurs-­‐Kelly	
  model	
  as	
  realisa,on	
  of	
  phase	
  space	
  POVMs,	
   
Heisenberg's	
  MUR	
  made	
  rigorous	
  for	
  special	
  cases	
  (PB)	
  

• 1986—…	
  :	
  quantum	
  op;cal	
  realisa;ons	
  of	
  phase	
  space	
  measurements	
  
(homodyne/heterodyne	
  detec;on)	
  

• 1990s:	
  growing	
  awareness	
  of	
  joint	
  measurement	
  concept	
  and	
  POVM	
  in	
  
quantum	
  op;cs	
  community	
  

• 1998:	
  posi;on-­‐momentum	
  joint	
  uncertainty	
  rela;ons	
  for	
  noise-­‐operator	
  based	
  
error	
  measure	
  -­‐-­‐	
  model	
  independent	
  (Appleby)	
  

• 2003–2013:	
  Ozawa's	
  inequality	
  for	
  noise-­‐operator	
  based	
  error	
  measure,	
  and	
  
claim	
  of	
  viola;on	
  of	
  Heisenberg’s	
  error-­‐error	
  &	
  error-­‐disturbance	
  rela;ons	
  	
  

• 2003—…	
  :	
  Cri;que	
  of	
  noise-­‐operator	
  based	
  error/disturbance	
  measures	
  and	
  
rigorous	
  general	
  measurement	
  uncertainty	
  rela;ons	
  —	
  thoroughly	
  ignored	
   
(R	
  Werner;	
  PB	
  &	
  P	
  Lah;	
  &	
  collaborators)	
  



Timeline:	
  
• 2012:	
  Experimental	
  confirma;on	
  of	
  Ozawa	
  inequality 
claims	
  of	
  viola,on	
  of	
  “Heisenberg's	
  rela,on”	
  (Vienna,	
  Toronto)  
several	
  other	
  groups	
  following	
  suit;	
  also	
  some	
  cri;cisms	
  

• 2013:	
  

!

!

!

!

!



Timeline:	
  

Wigner’s spirit… 

….	
  or:	
  his	
  influence	
  on	
  the	
  development	
  of	
  	
  measurement	
  theory	
  

• ignoring	
  the	
  “measurement	
  =	
  repeatable	
  measurement”	
  dogma 
 

• freedom	
  to	
  work	
  with	
  non-­‐orthodox	
  unsharp	
  measurement	
  paradigm	
  

• freedom	
  to	
  work	
  with	
  ``impossible’’	
  phase	
  space	
  picture	
  

• (to	
  name	
  just	
  a	
  few	
  points)	
  



Timeline:	
  

Wigner’s spirit…and influence 
 
In memory of Eugene P. Wigner  
(1995) 

!

!



Approximate	
  Measurements:	
  POVMs	
  
(posi;ve	
  operator	
  valued	
  measure(ment))



Covariant	
  Phase	
  Space	
  Measurement

Observables	
  E,	
  F	
  are	
  jointly	
  measurable	
  if	
   
they	
  are	
  marginals	
  of	
  an	
  observable	
  G:

Does not require commutativity!



Covariant	
  Phase	
  Space	
  Measurement

Covariance:

Marginals:

Smeared	
  posi/on	
  and	
  momentum	
  observables

Cov-­‐MUR

Consequence	
  of	
  PUR



Error	
  &	
  Disturbance:	
   
opera;onal	
  defini;on



Error	
  &	
  Disturbance:	
   
an	
  instance	
  of	
  joint	
  measurement



Defining	
  measurement	
  error	
  (I):	
  
how	
  not	
  to	
  do	
  it

BUT:

Hence:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  NOT	
  determined	
  by	
  distribu/ons	
  
of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  

Mo/va/on:	
  	
  
• similar	
  to	
  classical	
  Gauss	
  RMS	
  error;	
  
• similar	
  to	
  noise	
  operator	
  approach	
  for	
  linear	
  amplifiers



Flaws	
  of	
  	
  

• Can	
  be	
  zero	
  where	
  input	
  and	
  output	
  distribu/ons	
  differ	
  
!
• Can	
  be	
  arbitrarily	
  large	
  where	
  input	
  and	
  output	
  
distribu/ons	
  are	
  iden,cal	
  

!
• Is	
  adequate	
  for	
  linear	
  models	
  or	
  unbiased	
  measurements	
  

!

Must be used JUDICIOUSLY 

NOT suitable for “universally valid” MURs



Defining	
  measurement	
  error	
  (II):	
  
Wasserstein	
  2-­‐distance

• 	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  any	
  coupling	
  of	
  the	
  probability	
  measures	
  	
  
• opera/onal:	
  direct	
  comparison	
  of	
  probability	
  
distribu/ons	
  	
  

• quantum	
  generalisa,on	
  of	
  Gauss’	
  RMS	
  error	
  



Compare	
  with	
  

• Here	
  E	
  is	
  the	
  actually	
  measured	
  (es/mator)	
  observable	
  
!

• non-­‐posi/ve	
  bi-­‐measure	
  when	
  E	
  and	
  A	
  do	
  not	
  commute	
  
!

• when	
  commuta/ve:



Error	
  measures:	
  state	
  dependent	
  or	
  not?

• State-­‐dependent: 
 
trade-­‐off	
  inequality	
  gives	
  necessary	
  error	
  for	
  fixed	
   
disturbance	
  threshold	
  —	
  and	
  vice	
  versa	
  
!

• State-­‐independent: 
 
trade-­‐off	
  inequality	
  gives	
  guarantee	
  for	
  maximal  
error/disturbance 
figure	
  of	
  merit	
  characterising	
  measuring	
  device	
  
!



Error	
  measures:	
  state	
  dependent	
  or	
  not?

• Viola/on	
  of	
  (No-­‐H)	
  is	
  unsurprising	
  —	
  to	
  be	
  expected  
 
 
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (No-­‐H)	
  

• Similarly	
  for	
  Wasserstein: 
 
 

• accurate	
  A	
  measurement	
  (C=A)	
  with	
  constant	
   
output	
  channel	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  has 
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  if	
   
 
Hence,	
  viola,on	
  of	
  (No-­‐H)	
  is	
  nothing	
  exci,ng…	
  



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (I):	
  
Posi;on	
  and	
  Momentum

THEOREM	
  
For	
  every	
  observable	
  G	
  on	
  phase	
  space	
  with	
  	
  
!
	
  there	
  is	
  a	
  covariant	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  such	
  that	
  
!
!
and	
  therefore	
  
!
!
!
• PUR	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  MUR	
  
• (proof	
  uses	
  “invariant	
  mean”;	
  technically	
  involved)



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (II):	
  
Qubit	
  Observables

Sharp	
  +/-­‐	
  1	
  valued	
  qubit	
  observables	
  A,	
  B	
  approximated	
  by	
  C,	
  D:

• Op/mal	
  approxima/ons	
  found	
  among	
  C,	
  D	
  with	
  
• Such	
  C,	
  D	
  are	
  covariant	
  under	
  shils  



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (II):	
  
Qubit	
  Observables

• Tight	
  lower	
  bound,	
  required	
  by	
  the	
  constraint	
  that 
C,	
  D	
  must	
  be	
  compa,ble:	
  	
  



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (II):	
  
Proof	
  of	
  Qubit	
  MUR

ba
dc

a' b'

ba
dc

a' b'

PUR	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  MUR

1. Reduc/on	
  to	
  covariant	
  case	
  
2. Diagram:



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (III):	
  
Uncertainty	
  Rela;ons:	
  addi;ve?!

• Bound	
  for	
  error	
  product	
  is	
  trivial:	
  =0	
  
• PUR	
  for	
  uncertainty	
  sums?



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (III):	
  
Uncertainty	
  Rela;ons:	
  addi;ve?!

• Can	
  have	
  	
  addi/ve	
  rela/ons	
  for	
  posi/on	
  and	
  momentum

• Finding	
  minimiser	
  of	
  quadra/c	
  error	
  sum	
  is	
  equivalent	
  to  
finding	
  minimiser	
  of	
  Harmonic	
  Oscillator	
  Hamiltonian	
  



Measurement	
  Uncertainty	
  Rela;ons	
  (IV):	
  
Alterna;ve	
  error	
  measures

• Wasserstein	
  2-­‐distance	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Wasserstein	
  	
  	
  -­‐distance 
 
 
 
(BWL	
  2013;	
  R	
  Werner,	
  2004:	
  	
  	
  	
  	
  =	
  1)

• Error-­‐bar-­‐width	
  &	
  calibra/on	
  errors  
(PB,	
  DB	
  Pearson,	
  2007)	
  
!

• Entropic	
  error	
  measures:	
    
bounds	
  for	
  combined	
  in-­‐out	
  correla/ons	
  (calibra/on)  
(Buscemi,	
  Hall,	
  Ozawa,	
  Wilde,	
  arXiv:1310.6603



Ozawa	
  vs	
  Wasserstein:	
  
Qubit	
  case

Irony:	
  
• State	
  Independent!	
  
• Sa,sfies	
  Heisenberg-­‐type	
  MUR



CONCLUSION	
  

!
• Error/error	
  &	
  error/disturbance	
  trade-­‐off	
  rela/ons	
    
for	
  posi/on/momentum	
  and	
  qubit	
  observables  

• in	
  terms	
  of	
  quantum	
  RMS	
  error  

• fully	
  in	
  Heisenberg’s	
  spirit:  
 
(error	
  of	
  A)	
  (error	
  of	
  B)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  incompa,bility(A,B)	
   

• Ozawa’s	
  error	
  overes/mates	
  quantum	
  RMS	
  error	
    
(in	
  qubit	
  case);	
  sa/sfies	
  MUR 

• …and	
  No	
  End	
  to	
  Uncertainty


